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Hier 3n^ecf ttefe« SBicxl^tni ifi; bem mtde^ettbeii 9)l(u 
t^ematifer unD 2:e$ntfer eme mdgltil^fl etnfa^e vaSO tltmtntaxt, 
aBer jlreng mtffenfi^aftlt^e 9In(eittttid ju beti ©ntnble^rcit bev 
anal^ti^^tn ober (Soorbtttatengeometrte gu geben, 
mefcj^e nt^t B(o< eine an ft^ ffi^ft mtereffante, fonbem f&r bat 
@tubtum ber tl^eorettfc^en unb U^ni^^ta SRec^ontf , ber Slfho^ 
ttomte K, K. gan) uneniBe^irnci^e Sßtffenf((afi i{l, unb betl^aK 
einen ^auptgweig be« gefammten (5^em mat^ematif^en Untetü 
n()ite8 bilbet. 

S>te gen)ö(ittU^en filtern fU^xH^tt »on Stot, Sacroix, 
Di^nti K. ent(ia(ten t)on ben (ebentenben nener^ gortfc^ntten 
ber SBiffenfc^aft fafi feine (Spur , n)ft(renb ft($ bie großen ßaf^ 
ftfc^en SBerfe üon ^oncelet, ^(ädEer, SDIagnu«, K. jnm 
@tttbium f&x Sbifänger niifft w>il eignen. Qtoi^^m biefen 
beiben Waffen wn Serien foK ba^ borKegenbe ge»tjfermafeii 
bie 3)1 i 1 1 e (alten , nnb außer ben ^ttob^nli^m Se^iren auci^ 
Ui äßefentlic^fie wn ben neuem ^ortf((ritten ber ^b^tvn ®eo^ 
metrie: t>on ben ^o(en unb polaren, wn bem anl^ar^ 
monif^en ^tx^aUni^, \>t>n ber J^omo9ra^)f^ie ober 
ffonineation«oertt)anbtf4>aft, k. k. mit Slnwenbun*» 
gcu; Befonbcrd auf bie (Jurt^en «nb ^la^m be« jweitcn ©rabe«, 
tarUetcn. 
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jDa tt nt(|it jmtcfmfifig gemefen itfire: ttet)onf}anbt9e 
^enntntf ter $5f^ern SInatpft« m bem »orltegenbrn SBcrfi^ 
$en Bei tem Sefer vorautfjufe^en , unb anbererfetti bo^i bie 
n>i$tigflen Unterfu^ungen ber analptif^ien ©eometrie tDtnigfieiid 
bie ©runb&egrtffe jener Sßtff enfci^aft , b. |^. bte Se^re t)ott 
ben ©renken ^tx&n^txti^tx SBer^Itntffe, oben)oit 
ben albgeleiteten ^unfttonen ali (efannt i^orau^fe^en ; 
fo finb bie j^um Sßerjlfinbnif be^ Sßerf(^en« erforberlidjien ®runb- 
jüge jener Sepre in einem (efonbern Sln^ange nä^er tntwidttt, 
fo baß ber Slnfänger in btefer Sejie^ung auf fein ^inbemiß 
jlofen wirb, wenn er pc^ jutjor mit bem Qnl^alte biefe« Sln^ 
(angetf (efftnnt mad(^t. ^ 

2)ie reine 2;j>eorie ijl immer bur(^ Scifpiele erifiutert; unb 
enbti^ finb Diele UeBung^aufgaBen hinzugefügt. 

T^ai ganje SBerf^^en mirb ani ^toti S^^eilen Beßc^en, 
woüim ber »orliegenbe erfle ^^etl bie ©eometrie in ber 
6Bene entl^Stt; unb ber jmeite bie ©eometrie im 9iaume 
entl^alten wirb. — UeBrigenö Bilbet jeber biefer Beiben ^^tiU 
ein für f[$ Beflel^enbe« ®an|\e9. 
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Srfleö JCaptte(. 

Hott Un €00tÜnattn^fUmtn. 

äOßenn man in einer @6ene ixoti ^öf unter irgenb einem SBinfel 

bur<]^f^neibenbe gerate Cinien X,X unb Y^Y (gig. 1), «ren 

genannt , gie^t , f o wirb bie Sage eine« beliebigen ^mtM M 

biefer fiFbene offenbar t>ermittelfl bti 2>urd^f(&nitte4 ber beiben $a^ 

rattelcn PtP unb QiQ ju biefen «reu befHmmt, inbem bie ?age 

biefer ^Jarattelen felbjl bur^^ i^re Hbfidnbe OB, OA wn ben «rcn 

XjX, YiY bejKmmt »irb, unb biefe «bjldnbe aW })ofittt>, ober 

negativ betrachtet werben, jfenac^bem fte auf ben $ a I b a r e n 0Y# 

OX, ober auf ben ^üiaxtn OYi, OX, genommen ftnb. — 3Die ab* 

fidnbe Ci^dngen, 6treden) OA, OB, welche bie Sage ber beiben $a* 

raUeten Qi Q unb Ft F befUmmen, unb foIsIi($ au^ bie Sage be« 

fünfte« M , ^ti^tn bie (Soorbinaten biefed $unf tetf« SVan be« 

{eignet fte gen>6^nltii^ refp. mit x unb y, unb nennt fte refp. bie 3( U 

fciffe unb Drbinate beä fünfte« M, wtt^tn man ait^ oft 

bur^ (X, y) bejeic^net. — ©er ^Junft M fann alfo bei benfelben 

3a1>tenwert{»en'a, b feiner ßoorbinaten x, y t^ier oerft^iebene 

Sagen M,, M-,. M3, M4 Cgtg, 2} ^abtn ^ Una^im x = + a, 

y=:+b; x== — a, y=: + b; x = — a, y = — b; 

X = + a, y = — b ijl. — JJie beiben fcflen ©craben X| X^ 

Y, Y feigen bie ff oorbinat enaren, unb jwar bie erfle bie 

are ber x ober ber a b f c i f f c n unb bie iwtiu bie are ber y ober 

ber Orbinaten — unb entließ i^et§t ber ?)urtft 0, oon »eld^em 

an^ bie Sooibinaten auf ben betben Sreu genommen ober m&plt 

werben, ber anfangt puuft ber doorbinaten. 

&dtnufe, CFflorbmatcn^eonirtnc. 1 
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Sßenn man x unb y ft($ fl e 1 1 g t^on — oe) (t^ -f oo dnbetn 
lagt f fo erffält man of e nbar alle fünfte ber &itit. 

3ni Sffgemetnen ibtlben bte Soorbtnatenaren einen b e 1 1 elt t g e n 
SBtnfel *- unb n^enn btefer SEßmfel ein xtüfitx ifl, fo l^ei§t ba^ 
(Soorbinatenfpfiem ein rec^ttDinfliged ober orthogonale^« 

§. 2. 

yolarcooc^tnatenfpflMi. 

aaSenn O (gig. 3) ein fefler ^unft, ber $ o I genannt, unb OK 
tixit feße 9re ifl, fo fann man offenbar bte Sage eine^ beliebigen 
^Mnltti M ber Sbene bur(i^ bie Sdnge ()be^ ?labiu^\>eetord 
OM unb burd^ ben SBinlef ^ beftimmen, n>e((^en biefer 9tabiud^ 
))ector mit ber Sbre OX bilbet, inbem ber SBinlel ^ in bem Sinne 
))on OX gegen OY gejault n>irb. SBenn man q jt^i t)on o bi^ oo 
unb ^ in bem 3ntert)alle einer ganaen Umbre^ung i^on o<^ bi^ 360^ 
{ietig änbem I&ßt ; fo erhalt man alle fünfte ber (Ebene« 

S« 3. 

9tpolacf9|lrm« 

9Kan f ann bie Sage eine« fJunfte« M (${g. 4) auc^ burci^ feine 
abjlänbe OM = u, Oj M = v ^on j w e i |JoIen 0, 0, befHmmen^ 
tt>obei feine Sage mitteiß be« Z>ttt(^f(^nitted jtveier mit ben {>alb^ 
meffern u, v bef^riebener Jtretfe benimmt n>trb. Wkxn biefed ffo^ 
orbinatenf9{lem ifl in t^eoretifc^er Sejiel^ung nic^t fo voKfommen^ 
a(d bie beiben ))or^erge^enben ; benn snnä^iß iß nic^t {ebe« SBert^e« 
)>aar ^on u unb v auläfftg, totil bie gegenfeitige Entfernung 00, 
ber beiben ?Jole Heiner aW u + v unb größer aW u — v 
fe^n mxi^ (toenn u > v gefegt koirb), unb tt)enn biefe Sebingung 
erfüllt n>irb ; fo fci^neiben ftd^ bie beiben mit ben i£)albmef[ern u, v 
bef^iriebenen Greife in } to e i fünften M unb M^ , moburi^ eine 
unangenehme 3tt>(ibeutigfeit entfielt. 

S. 4. 

(&i gibt unenblid^ ))iele (Soorbinatenfpfieme, unb im SlOfgemeinen 
beßtmmt man bie Sage eine« fünfte« in ber (Ebene t^ermittelß bef 
Dur^f^nitte« jtoeier m btefer Ebene befc^riebener Sinien« Senn 
A', A", A'", • • . (gig*5) eine 3leific t)on Stnien berfelben 
art ftnb, n?el4ie »erfcbiebenen SSBcrtj^en u', u", u'", • . . ber SBer* 
änbetlic^en u entsprechen, unb B', B", B'", ... ein ixotiXti ®v^ 
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ftm Don Sinkn, wü^t ebenfalls unter fi(^ «on einerlei 9rt ftnb 
ttnb »erfc^tebenen 5D3ertj>en V, v", v''% . . . ber SerÄnberKc^cn 

V entftjte^en; fo wirb ein beliebiger |Junft M'^ M", M"% . • . 
ber (Sbene burcf^ ba^ Vinienpaar ber Sage na^ l^eflimmt, wel^^ei} 
bur^ biefcn ^nntt gept , unb bie befonbern fBSertpe , »eld^e man 
ten SSerdnberlic^en u, v beilegen mug , um biefe beiben Sinten ju 
erhalten , ^et^en bte S o o r b t n a t e n be^ ^unf te^« 

3n bem ^araUelen Soorbinatenfyfleme (§• 1} ftnb bie Sinien 
A'; A", A"% . '. . parallele ®erabe ju ber fcflen »re Yj Y unb 
bte «nien B% B", B'", • . . paxaütU ©erabe ju ber «re X, X, 
ttjobei bicfe ^aroUelen bur^ ipxt Slbflfinbe u ober x, v o^er y »on 
ber %n , ju welcher jte )>ava(Ce( finb , beflimmt »erben , inbeni man 
biefe Slbfiänbe auf ber anbern Slre nimmt. 

3n bem ^Jolarfpjleme finb bie Cinten A', A", A"% . • . eon* 
centrift^e Äretfe , toeld^e m^ bem |5oIe O aW ÜHittelpunfte mit 
efnem toerdnberUi^en ^albmeffer u ober q befd^rieben ftnb, unb bte 
Stuten B% B", B"V . • . ftnb gerabe Cinien, m\^t Don bem ^Jole 
«u^gel^en unb Derfd^iebene Sinfel d- mit OX bilben. 

3n bem S5ipolarf9)ieme ftnb beibe Steigen Don Cinien eoncen* 
trifd^e Äreife, tt)elcj>e au^ ben beiben 3)oIen befd^rieben finb. 

%. 5. 

l3ar)lfUttn0 ebener ^miett burc^ 6Ut(^un0eit. 

SBenn man u ben confianten SBertp u' beilegt unb v ficb be* 
Itcbtg anbern laßt , fo erpdlt man bie 2)urd&fd^nittöpunfte M', M'% 
M"', ... ber ?inie A' mit ben ?inien B'; B", B"^ . . ., fo 
ba§ alfo bie (Steid^mtg u = u' bie Derfd^iebenen 55unfte ber ?inie A', 
uub m\i\)xn biefe ^xnit felbfl auöbrüdtt. (Jbenfo brüdt bie ©leicffung 

V = v' bie ?inie B' au^. 3n bem gerablintgen ©^fierne brüdtt 
l 58- bie ®lei(|)ung y = y' eine in bem abfianbe y' |)arattele ®e^ 
tabc Pi P (gig* 1) a« ber aire ber x au^, unb in bem ^olarfvflemc 
bie ©leid^ung q = q^ txnt Äreiölinie Don bem ^albmeffer (»'. 

SBenn wir )e$t annel^men, baß bie beiben (Soorbinaten u, v 
t)itrd^ tint ©(eid^ung: 

f (u, V) = 

mit eittötAer Derbunben ftnb, fo gibt jebe« |Jaar reeller SBertl^e 
t)on u unb v , wel^^e biefer ©leid^ung genügen , einen befonbern 
3Junft ber ebene» ^Si%i man alfo u gtt)ifd[;en getotffen ©renjen fid^ 
|l e t i g anbern , fo gefd^iept ber ©Icicbung gewJffnlid^ burd^ recOe 

1* 
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« 

'i^txi^t \)on V ©enftgC; mlifyt ebenfalls f^^HS aneinanber liegen, 
fo bap a(fo bie auf biefe SBeife tx^alitntn fünfte ber'(£bene eine 
f)eti({e Stetige ober tint Stnie büben« Sine ©letc^ung mit 
jn)ei fletigen SSeränberlid^en br&dt a(fo im tälige^ 
meinen eine ebene Sinie-au^, tuelc^e eine gerate ober 
frumme (Sttr\)e) fein fann. 

Umgefe^rt : jlebe ebene IMnie fann burd) eine ©leid^ung }n>if(^en 
jmei ßetig «)eranberlt4^er ©rögcn au^gebrudt toerben. 2)enn bie 
geometrif4)e 2)efimtion einer Sinie ifl notf^toenbig eine Stelation 2tt)t^ 
fc^en gewiffen ))eranberli(i(^en ©rogen , toe(cbe geeignet ftnb , (eben 
^})unft btefer {inie gu beßimmen. 

£)tefe !Darße((ung ber hinten bur(^ algebraifcfie 3tii)tn, xwinxä) 
bie Unterfucfiung ber geomet^ifcb'en Sigenfcf^aften ber ^iQUxtn auf 
bie Unterfu^ung algebratfc^er Slu^brüde surudgefu^rt n>irb, ru^rt 
t)on De^carte^ |fer, unb biefe CEntbedung ifl r>on ber f^ö(^flen 
ÜBicb^igfeit , xotit man bie 9Ret|fobcn ber Slnal^jt^ auf bie ©eometrie 
antpenben fann, woiux^ biefe (e^te SBilfenfcl^aft eine 91 Uge mein« 
peit brf ommt , teilet fie jut)or ni^t patte. ^it brei ^auptauf^ 
gaben ber analptifcfien ©eometrie ober Soorbinaten« 
geometrie {inb folgenbe: 

1) SJBenn eine gtgur geomctrifd^ bepnirt i|i, i|^re ©Icicf^ung gu 
ftnben» 

2) SBenn eine ©leicfiung gegeben i^, bie ijr entfjjred^enbe gigur 
2U conflruiren. 

3) Die SR^Iationen ju finbcn, wcI4;e jwifc^en ben geometrifc^en 
eigenfd^aften ber gtguren unb ben atgebraifc^en Sigenfd^aften 
ber ©leid^ungen fiattfinbcn. 

SSir xooUtn und nun junfic^fl mit ber erflen Aufgabe bef^df« 
tigen« 



6. 

9r|ttmmun0 Uv 6Ut(i)un0en \ftx ITtitien. 

jDie geometrifcfie ©efinitton einer Sinie befümmt jeben i^rer 
fünfte unb entf^dlt folgli^ impKcite ein gewiffed SoorbinatenfpPem. 
SBenn man biefe« ®^^tm jum ©runbe legt , fo ergibt ^^ bie ©lei^ 
cbung ber Sinie unmittelbar« 

©eifpiel L 2lu« ber gcomctrifd^en Definition be« Greife«: 
ber Ärei« ip ber geomeirifit^e Ort, b. ^. bie fletige 
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^olge «Ott ^tttiften, xotX^t 9ptt etnettt fe^en $itn(te, 
aHittetpunli genanttt^ glcid^weit etttferttt fittb, er« 
gibt {i(|^bie9o(arsIetc^ttna ^effeltett fofotrt, tvetttt ber 9Rttte(^ 
punf t 3um $o(t genottttitett ti>irb , unb i|l (» =s r, tpo r ben ^\h* 
meffer be^ Ärrife^ bebeutet. 

»eifpiel 2. ©ie grripfe Cgjg.S), «)9perbel (gtg.Sj 
unb Semni^cate (e^tg. 9a) ftnb leinten pon fo(({ier 
3ef(^aff ett^ett: bagrefp. bte 6umme, bieZ)tffe« 
reng unb bad $r obult au^ ben Sibß&nben jiebetf i^« 
rer fünfte IW Pon {wei fefien fünften 0,0' eine con« 
flaute ®r dge tfl. 

t>^i, in tiefer gepmettifc^en 2>efiuitton liegeube (^oorbinaten^ 

f^ftem ifi ba^ bipolare (S.3j, n)enn man bie beiben fefien 

^mttt 3U ^olen nimmt. 9e3ei(^net 2a = AA' bie conßante 

@umme , ober 3)tfereng unb a^ bad conflante ^robuft , wo bei 

ber Semnifcatc OO' = 2a ffl; fo pnb bie ®lei(|ittngen bicfer brei 

Linien : 

eaipfe : u + V = 2a, 

^VPerbeI:>^<*^.^3to^*«, v - a = 2a. 
?8weiter 3wetg u — v = 2a, 

Semnidcate: uv = a^. 

SBeifpieI4. :2)ie Parabel if! bie Unit, bereu 
^Punfte oon einem $oIe unb pon einer ©eraben, 
9li4^tl inie genannt, gleic^weit entfernt finb. 

3n biefer Sefinition liegt ein Soorbinatcnf^flem , toooonbi^Jer 
no^ ni^t bie Siebe gewefen ifl, namli^ ba^ cine^ ?J o l e ö (gig. 6) 
unb einer 9t i (^ 1 1 i n i e D, D. Sei Slnn^enbung btefe^ Soorbinaten^ 
fvfleme^ toirb tin $unft IH ber Sbene burd^ feinen Slbflanb OM = u 
«Ott bem ?Jole unb burc^ feine Entfernung MQ = v pon ber 
SRi^tlinie befiimmt. 3n biefem Soovbinatenfpfieme tfl bie ®leic|iung 
ber ^Jarabel: u = v. 

SlKgemein, bie ®Ieid^ung ber ^inxt , welche fo bef^iaffen ifi: 

bag für jeben il^rer ?Junfte feine Entfernung oon 

einem ?Jote ju feiner Entfernung oon einer 5Wicl; t* 

linie in einem conflanten äJerHI^^Uf^ tu i^^l^^ iß 

ti «. 
— = in. 

V 
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9 e t f p i e 1 4* äßcnn man einen ^ol O (gtg. 7) unb tint 9li<^t^ 
Itnte Di D annimmt, wn bem ^}}oIe an^ eine beliebige ©erabe j^ie^t 
unb Don bem fünfte C au^, loo fte bie älic^tlinie fc^neibet, eine 
conflante Sänge CM = a ntramt ; fo f^ti^t Ux geometrifc^e Ort 
ber auf biefe SBeife erl^altcnen '^mxfU eine donäfoibt. — Sit^t 
man »on bem ^ole ein ^cr^enbifel OX auf bie Slid^rt tnie / fowirb 
iigenb ein ^nntt M ber Sur\)e beflimmt burc^ bcn SSSinfel S-, xocU 
dftn ber 9tabiuö)?ector OM mit ber Slre OX bifbct unb burc^> t>ae 
6tfiä CM biefe^ 3tabiu0\?ector^ , welc^ed jwifc^jen ber dtiä^tlink 
uut) bem ?Junfte M liegt. Sa bie conflante l^ängc a fowopl in ber 
Sticbtung CM; aU in ber entgegengefegten Süc^tung CM' genommen 
»erben fann, fo fie^t man, bag bie Son^oibe jwei Steige ^at, 
beren ®Ieic|iung in ^olarcoorbinaten offenbar folgenbe ift : 

o = OC ± a = ± a, 

^ cos v^ 

wo ON = c gefejjt ifi. 

§. 7. 

€(an0f0rmattoa brr CoorMnaten. 

SBir ^aben weiter oben gefeiten: bag bie ©letcbung einer Quvoc 
in bem burc^ t^re geometrifc^e Definition angebeuteteu Soorbinaten« 
fvlieme leicbt erl^aUen wirb; atteiu bie attgemcinen S^^eorien , b. p. 
bie attgemeinen Stelationen, welche jwifd^en beu geometrifc^^en Sigen* 
fd;aften ber giguren unb ben algebraifcbcn ©igcnfc^aften ber ©leU 
c^ungen flattfinben , begiel^en fic^ in ber SRegcl auf tin gcwiffe^ ßo^ 
orbinatenfpftem , unb um biefe Zpcoxicn auf eine gegebene Surüc 
anwenben 2u fonnen, mug man bie ©lei^ung in biefem ß'oorbinaten^ 
fvfieme fennen* STOan muß alfo ioor^er tim Slran^formation 
ber Soorbinat^tt ^ornel^men, bereu 3we(f i|i: SBenn bie 
®lti^nnQ einer Surt>e in einem gewiffen Soorbina- 
tenfpjleme gegeben i% bie ©leid^ung berfelben (5urt)c 
in einem anbern Soorbinatenfyfieme ju finbem 

JBenn u, v bie urfprünglit^en unb u', v' bie neuen 6oor^ 
binaten eineö ^unfte^ bejcid^nen; fo muffen pc^ jwifd^erf u, v unb 
u', v' jvpei ©leid^ungen ffnben laffen, tt)eld&e für alle ?)unlte ber 
ebene flattfinbeu; weil biefer ?5unft; alfo aud^ u', v' befKmmt pnb; 
wenn man u, v fennt» 6u^t man a(fo btefe ©reid^ungen unb tli* 
minirt bie urfprünglic^en Soorbinaten u, V {wifcfien il^nen unb ber 
gegebenen ®lei(^ung f C"; v) = o ber Sttrt)e , fo erpalt man Me 
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®(eic^uRg f Cu'^ vO =0 Mefet OTurve tu bem neuen Soorbinaten^ 
fi>|leme. 

1) VH»rr0att0 0011 )em feiatfyfUmt }» Un rt^tviiiiaiiüi ycralfl- 

(pottinaltnf^fitmt. 

^enn man ben $oI CStg« 3) jum anfangtf^unlte, bte ^olax* 
axt OX jur »rc ber x unb ba^ ^erpenbif e( OY jur Sre ber y 
nimmt; fo gibt bad rec^tioutllige jDreied MOA btc Delationen: 

IL = Q cos ^ , y = (» *'** *f 

toorau^ folgt : 

p« = X« + y», tang*= |-, 

S e t f p i e I. S)te ® tei^^ung be« ftreife^ ^ n^eli^e im $o(ar^ 
f9|leme p = r ifi , n>itb im rec^ttoinfltgen Soorbinatenfyfleme: 

x^ + y« = r«* 

2) VebfTflani von bm Wt^oiatfi^fitmt ju bm y0iarf9pm(. 

9Senn man einen ber urf))runglt((en $oIe^ a* ®« (S^8* B.) 
jum $oIe unb bie butc^ beibe $ole ge^enbe ©erabe OX jur 9(re 
nimmt ; fo pat man folgenbe Xrantfformation^fomeln : 
u =s () , v^ = ()* + 4 c* — 4 c () cos d, 

»0 2c bie Sänge O' beiei(|>net, unb wenn man - = e, p = 5-Zl!L 

f($t; fo wirb a* ®* t>ie ^orargleu^ung b« (Saipfe: 

^ a'-C ^ p (J3 

^ a + c COS ^ 1 + e cos ^ 

Sßcnn man bei ber |)9perbel OX (gig. 9) 3ur $o(arare nimmt 

c c^ -— ' ft^ 

unb - =e, p= fe^t; fo Jat man für ben 

j«elten 3«»et8 : ^ = _^/ecos» ^^^ 

3n Hv (Saipfe iß e < 1 unb tn ber {>9))erbel tfl e > 1. 

3) UtebergaHo von brm !ilipolaif9|l(mi 3U bm rect^ttDlnKUgm ^p^etne. 

9Senn man ben WlüUlpmU C (Stg* 6 u. 9) ber SSerbinbung^^ 
linie CO bet betben ^ole aum Slnfang^punfte , btefe @erabe felbfi 
)ur 9Lxt ber x unb bad in i^rer ^JliiU erriibiete ^erpenbifel 3ur 
V Sie ber y nimmt ; fo ftnb bie SCran^formation^formeln : 
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ü« = y« + f c — X)« 

V« = y» + (c + X)«. 
Sie ®Iet4iuitgen ber (StlipSt unb ^pperiel merben alf o 
tn bem r^c(tu)inf({gen doorbtnatenfpfleme : 

^y« 4- (c ~x « + ^^ y* + (c + x)« = 2a. 

* Cv^ y« + (c -.x)« — ^ y« + (c + xj«) = 2a. 

3Bcnn man iU 933urjetgrdf eti f ortf({iafft , fo ge^^eti betbe in bte 
eine ®Iei(^ung : 

a«y* + (a«'- c«} x« = a« Ca« ~ c») (4) 

ülber ; adein man fann fte wieber t)on einanber trennen, wenn man 
bemerft , bag in ber Sttipfe a > c, aber in ber Hyperbel a < c i{i. 
Biiit man baper für bte eilif\e a« — c« = b« unb für bie ^91» 
perbel a» — c* = — b« j fo erj^dlt man 

für bic Caipfe: aV + b«x« = a«b«ober^+ S = l' (5J 

a D 

für bie^pperbel: a«y« — b«x«^ -a^b« ober ^ — ^ = 1. (6). 

a* D* 

(Sbenfo credit man für bie ©(eic^ung ber l'emni^cate: 

(X» + y*)* + 2a« (ya - x«) = o^ ' (7) 

4) Mtbtx^an^ oon ^nn yol-Htc^Utntenrpftrmt 3U (ein Jfoiarfiffitmt nnb ju (em 

!S3enn man ben urfprünglid^en $oI wieber aum ^ole unb 
ba^ \)on bemfelben auf bie9ii(^rtittteflefaate^erpcnbifetOX(gta. 6) 
jur ^ofarare nimmt ; f ^at man : 

u = ^, v = d — () cos &, 
wo d ben äbflanb be^ ^ote^ von ber fRidftlink ititi^ntt 

Z)ie in bem ^0l^7li($tKntenf9fleme burcfi bie ©leic^ung — = m 

au^gebrfidte Sinie ^at alfo jur ^olargleicfiung : 

md Q 

^ ~ 1 + m cos ^ ^^ 

Sßenn m <i ift, fo brüd t bie ©leid^ung (8) xoit (1) eine S U 
1 1 p f e au^. aSenn m > 1 iji, fo brfidt (8) wie (2) ben einen Sweig^ 
einer Hyperbel an^, beren ixotiun 3wtiQ man erl^alt, wenn man m 
n c g a t i)^ nimmt. äBenn tnbli^ m = 1 ifl , fo ifi bie Sun^e eine $ a« 
r a b e I. 

gär bie allgemeine ©(eic^ung ber im $oI^9li(^tKntenfpfleme 
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bttTc^ --- = 111 ait^gebrfiAen Surt^e txpUt man jnrifi^ r ci|^ t^ 

wtnftigen (Soorbüiaten: 

y« + (1 - m«) X« -- 2dx + d« = o, (9) 
wenu man bie Stid^Uinie jur Kre ber y unb bie bur^ ben ^( gt» 
benbe , borauf fenfrc(|te ®<rabe )ur Vre ber x nimmu Senn bie 
Xtan^fomiatton^fonneln finb offenbar: 

v = X; u — l/(ii - X)* + y^ 

3ebe ber ®(ei4^unsen (8), (9) brüdt alfo eine QFHipfe, ^a« 
rabel, ober Q^pttbtl ani, ][ena4)bem m < 1, m = 1, ober 
m > 1 i^ 

fLuä) ttv ixotitt 55oI 0' ber (Sttipfe unb Hyperbel, fome bie 
con^anie @umnte, ober Z)ifferen} 2a (a§t ftcfi leicht ftnben; benn 
man braucht nur bie auf ber S(re ber x liegenben fünfte A, A' ju 
fu^en unb O'A' =:0A ju nej^men. liefern jweiten ?)ole entfpricbt 
eine imiit 9li(btlinie D''|D% mtdt btefelbe 6urt)e gibt. 

5) 3Benn man bei ber S o n cf» o i b e (e^fg. 7) bie diiifytlink inx 
are ber y, ba« bur(^ ben ^JJol barauf gejogene ^Jerpenbifel jur äre 
ber X unb ben 2)urc^f(<)uütDpunft N biefer betben ©eraben jum an* 
fang^punfte ber Soorbinaten nimmt; fo ^at man bie SCrantfforma« 
tion^formeln : 

cos ^ = ±±J^, 9=]/y^ + (c + x)« 

toorin c ben Slbßanb be^ ^ote^ oou ber 9{i($tlinie bejei^fnet, unb bie 
®Ieic^ung ber Suroe im r e c^ t n) t n f ( i g e n Socrbinatenf^fleme n)tvb : 

xy = ± (c + jt) l/a* - X«. (10} 

§. 8. 

Brmnknni über ^ad foiütfyfktm. 

äBeiter oben b^l^en toir bemerft : bag man in biefem Soorbi* 

natenfpPeme ben SBinfel & nur innerl^alb einer ganjen Umbrel^ung, 

ett»a t)on — ix bi^ + tt , ftcb änbern gu faffen trauet , um alle 

SJunhe ber Sbene ju crj^attcn; gfeicbwoj^l iji eö ofl anteilmäßig, 

benfriben biefe ©rcnjcn überfcbreitcn ju laffen , j. ©. bei ber ä r^ 

cbimeb if eben Spirale (^ig. 10), »clcbe entfielt , wenn 

fi(^ eine ©erabe um einen fefien ^unf t brcbet unb 

auf berfelben ein anfangt in liegenber ^unft fo 

fortrücft, ba§ bie t>on bemfelben bur d^lauf cnen 

Sänken ben t)on ber Oeraben befcbricbcnen SDäinfeln 

ptopotii9^(^l finb, 2)iefe Sunpe bejlej^t au^ einer 3leije )?on 
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SEBtnbungeit OB, BAB^ • . « . SSenn man ben fefien t^uutt 

}um $o(e unb bie anfdnglict^e Sage ber ©jeraben }ur $otarare nimmt; 
fo n>irb ber S^^ett OB burc^ bie ©letd^ung (> = a^ aue^gebrfitft, 
inbem {td^ ^ t)on M n änbert, unb bie fttrcefftt)en SBinbungen 
BAB^ « . • • bur^ ebenfot>ieIe )oerfc^iebene ®lti^vinfitn q = 
a (* + 2n), • . . , tnbem fi(J & wn — n biö + tt dnbcrt. aber 
n^enn man d- ftc^ wn o biä qo änbern läßt , fo n>irb bie gange 
dnx'ot burc^ bie ©letcl^ung ^ = aa- audgebrüdt« SQSenn man bie 
Sage ber ©eraben , nac^bem fte ft(|i um ben 3BinfeI ß gebre^et l^at, 
jur ^olatare genommen ^atit, fo wfire bie ©leid&ung ber ©pirale 
p = a C-ö- + a), worin pd^ ^ »on — a bi^ ao dnbern mug. 

(Sincn dpnlid^en SBort^^eil bietet bie SInwenbung negati))er 
3labienoectoren bar. SÄan er^U 8* ® • ben e r p e n ^^perbetawcig 
(S^a* 9}^ ^^titi man in ber ©teicl^ung: 

p = E 

, 1 + e cos -d^ 

ben SSinfel & ftd^ »on — (n — a) bi« + (ti — a) anbern Id§t, 
unb ben a w e i t e n ^vperbeljweig , xotm in ber ©leid^ung : 

o = P 

— 1 + e cos ä- 

ber SBinfel ^ ftdj^ »on — a bid + a dubert, wo a ben fpiuenSDSin^ 

lel bejeiclinet , bejfen gofinuö = — ifl- SHJenn man aber n e g a* 

ti^t 9{abtenoectoren anmenbet , xotl^t in einem ben pofttioen ent^ 
gegengefeßten @inne genommen toerben; fo werben btibe $9))er^ 
beljweige burd^ bie eine ©leid^ung r 

«= E 

^ 1 + e cos d- 
au^gebrucft, toorin fit^ d- wn — n bii + n dnbert. JDtnn gibt 
man S- einen jwiftben — n unb — (ti — a) liegenben SSBertJ^, xotU 
ä)tx mit — C^i — ^0 bejeid^net »erbe , inbem ^' gwifd^en o unb a 
liegt; fo ißOM^ bie entfprecbenbe 9it(btung be^ Stabiueoectord^ unb: 

^ 1 + ecos (71—^0 — 1 + ecos^'* 

(Si mug alfo ber abfolute SS5ert$f von: 

P 

— i + ecosv^' 

in entgegengefe^tem @inne, b. p* auf OMi genommen werben, 
unb ba OM^ mit OX ben 333infel &' bilbet, fo tjl ber ^unttMi, 
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u>eli^er ber ©fetc^uiig be^ iwcittn ^^ptxMgmia^i gettügt , tm 
^nntt t>it\ti d^etged , fo baß man folglt^^ beii o b e t n Z^til tt^ 
avoeitett 3wtige6 txp&Xt, unb ben untern X^itt^Uman, tomn 
man d- ft(^. von -n — a bid ?r Anbern läßt. 

§. 9. 

IXrfpnnifaufgaben ^ut SUlntuna ^ex OlHf^ungm trr Citroen ans tj^rrn |fO- 

mrtrifdini ]3rflnUton(n. 

1) (S6 ijl ein Ärct^ (gfg. 11) unb ein fefier ©urd&meffer AjA 
gegeben; OB i^ ein beweglicher ^albmeffer unb BT eine 3:angente ; 
in bem ^unttc T , wo fte ben feflen jDurdjmciTer fc^neibet^ errichtet 
man tin ^J-erpcnbifel , wdd)ti ben »erlangerten ^albmeffer OB in 
M trifft ; man fott bie ©leic^ung bc^ geometrifd^en Orteö be« |Junf^ 
ted M ftnbcn. 

Sffienn man ben SWittelpunft jum foU unb OX jur S^olar^ 
are nimmt , fo ift bie gefachte ©leic^ung in ^otarcoorbinaten : 
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cos« S- 
unb in Ye(^tn>infligen ^araUeleoorbinaten : 

tvo r ben Jbalbmeffer beö Äreife^ bebeutet. 

2) ^a^cal^ @cbne(!enlinie. — Surd^ einen auf einem 
gegebenen Äreife licgenben feflcn 55unft (gig. 12) wirb eine be^ 
weglicf^e ©e^n^e OC gejogen , auf weld^er ju ber einen, ober anbern 
Qciu be^ ?Juttfteö C eine confiante ?dnge CM = CM' = a ge# 
nommen wirb; man fott bie ©leid^ung be^ geometrifd&en Orte« 
ber ^unft^ M ober M' finben^ 

aOBenn man ben ?Junft ^nm ?JoIe unb ben ©urd^meffer OX 
aur ?5olarare nimmt , fo ifk bie ?5oIarglei(t>ung ber (Snvot : 

^ = 2r cos S- ± Vi. 

3) (Spicvcloibe. -- So finb gwei g l e i (^ e Äreife gegeben 
Cgig. 13), wot)on ber eine C fefWiegt unb ber anbere Cj über bem 
erfJcn obne ©leiten fortrottt; man fott bie ©Jeicl^ung ber önie 
finben , welche an 55ttnft M be^ beweglichen it'rcifeö befc^reibt; 

23etrac^tet man ben befonbern gafl , wo ber ^unft M mit bem 
Serüprungöpunfte aufammenfaßt , nimmt jum ^^ole unb OX 
aur ^otarare; fo ifi bie ^Jolargleid&ung ber eur\)e: 

^ = 4r slii« 1^ = 2r (1 — cos ^), 
»0 r ben J£)al6mejfer bei Äreifed beaeic^net» 
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4) Q i f f i b e. — S^ ifl ein Stxtii ( %iQ. W, tin Durc^meffet 
OA unbetne Zwangen re tut Snbpunfte bt'efe^ 2>ur(^inefffr^ geget^tn; 
wm fünfte O wirb eine ftcb bre|^enbe @erabe OD gejogen , unb 
auf berfelben eine Sänge OM genommen, tvel^^e ber jmfc^en bem 
Jtreife unb ber feßen Tangente liegenben l^änge CD gleich iß. 
SDIan foK bie ©(eic^ung bti geometrif((;en CxM bet fünfte M 
finben. 

Z)ie ^olargleid^ung ber (Surt>e cSiffoibe genannt) iß: 

ö = 2r • ^^^^= 2r siu & tang ^, 

^ cos S- ° . 

unb ipre Drt^ogonalgletdSiung : 

X (X« + y«) — 2ry« = o, 

5) (S^ finb awei aufeinanbcr fenfre4>te®erabeGX, GH (gig. 15) 
unb auf einer berfelben ein $unft I gegeben* (Sin rec^tminlltge^ 
jDreiecf lEF bet))egt ftc^ fo , bap eine SBinfelfpi^e ßet^ in I liegt, 
bie 6pifte E auf GH fortgleitet unb bie ©eite EF ßet^ = Gl iß. 
a»an foK bie ©leic^ung ber Cinie. ßnben , »elcöe ber WlitttlpnnltM 
»Ott EF befd^reibt. 

SBenn man bie ^itu \)on Gl jum ^oU unb OX jur ^Jolar^» 
an nimmt / fo iß bie gefuc^^te ©(eid^ung : 

^ sin« -^ 
^ cos & 

wo IG = 2r gefeßt iß. J)ie gur\).e iß mitj^in eine 6 i f f o i b e. 

6) 2)ie bciben (Jnben einer ©eraben t)on conßanter Sänge I 
bewegen ß(^ auf jwei red^twinfligen ären OX, OY ; man fott bie 
©lei^^ung iti geometrifc^en £)rte^ ber ^ugpunfte ber von auf 
biefe ©erabe gefällten ^erpenbifel ßnben« 

SBenn man OX, OY ju (Soorbinatenaren nimmt, fo iß bie 
Ortpogpnalgleii^ung ber duxvt: 

(X« + y«)» — I«x«y« = 0, 
unb i^re ^olarglei^ung : 

p =i — sin 2 ^. 

7)r SQBenn bie Orbinatc beö ffreifeö AMB (gig. 16j fo weit ^tv- 
Idngert wirb, baß ß^ rerbätt: 

PM : AB c= MN : AN, 
fo iß bie ©leic^ung beö Orteö beö ^J)unftcö P : 
xy« = 4a« (2a — x), 

WO AC =^ X, PN = y unb AC = a gefegt iß» 
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8) OuabratrtT be^ 2)tnoflratu«* — Z)tefe dnnt ifk 
bej: £)rt Ui Z)ur4^fc^nüMpunfte^ P be^ fc(^ flletc^ förmig um C 
bre^enben !palf>mc^&ci CQ ($tg. 17) emeö ftreifed unb bet ft(^ 
glet^formtg parallel ju [id^ felbfl fortbewegenbett Orbmate MN 
beff ctben. 2)te ©letc^ung biefer (Surt)e tß : 

wo a ben ^albmeffer bed ftreife^ bebeutrt. @{e fte^e^t ta^ unenb^ 
lidf mltn 3u^etgeit, ttelc^e bie S(re ber x in ben Slbfidnben ± a, 
t 3a, ± 5m, . • • 9on C fi^neiben unb {wif(^etf f^arattelen )ttv Üre 
bcr y ließen , Ut wn C um bie Sängen ± 2a ^ + 4a , ± 6a) ♦ . . 
entfernt ftnb. 

9) S V c r i b e. - 6o f>ct§t bie Curt)e OMQR (gig- 18), 
toeI4)e trgenb ein ^Junft M eined fircife« C bcf4;reibt , ber o J n e 
©reiten auf einer unbegrenjtcn (Seraben ( 8 a f i ö) XX' fort* 
rollt, fo baß alfo jeber Sogen MN immer bem ©tutfe ON berSajI^ 
gleit^ tfl. ©e^t man CM = r, ^MCN = 9 , OP = x unb 
PM = y, fo ip offenbar na^ ber gcometrifc^en Definition ber (Jy* 

cloibe : 

ON=r9, PN = MI = rsm<p, PM = IN = r (1 -- C0S9); 

folg«* : 

X = r (9 — sin 9), 

y = r (1 — cos 9), 

unb um bie Ortf^ogonalgfeicfiung ber @urt)e ju erpalten , muß man 
9 gtoifci^en biefen beiben ©(eid^ungen eliminiren. Slu^ ber legten 
folgt ober: 

cos 9 = "^—^^ sin 9 = ± ^2ry - y^ 

^ r 

unb wenn man in bie erfie ©leid^ung fubfiituirt: 

X = r . arc cos (^) ± l/2^y~"y^- M 

jDa |i^ bcr. erjeugenbe Ärei* auf bcr JBaft« gur Stnfen unb Sted^ten 
be« anfang^punftc^ beliebig xctit fortbewegen fann , fo folgt, 
baß bie Spcloibe aitd unenblid^ melcn Sogen wie OMQR beliebt, 
wetibe aud^ atte burc^ bie ©leid&ung Oi) gegeben werben; — Offen» 
bar iji OR bcm U m f a n g e unb SQ bcm ®urc|imeffer be^ 
graeugung^freifeö gleich* 

äSenn man ben ^iä)^cn ^j)unft Q jum Slnfang^punlte, QS sur 



- 14 - 

are bcr x tmt QV jur «re btr y ntmmt , fo ij» bte Orthogonale 
gletc^ng ber Syclotbe : 

y = r arc. cos C^^^ ± ]/2rx - x^ f^O 

10) ©cglcttcrin ber ßpclotbc* — 2)tefceurt)c erhalt 
man, wenn man bic Drbtnatc NQ be^ Äreife^ (gig. 19j fo tt>eü 
t)crrättaert, bag NP = öogen CQ wirb. Seftt man CO = r, CN = x 
PN = y unb ^COQ = 9, fo ifi: 

X = r (1 — cos (p), y = rtp, 
toetan^ ^^ buxtfy Sliminatton von <p alt Ort^ogonalgtet(^ung ergibt : 

r — X 

V = r. urc* cos . 

"^ ^ r 

11) S:rocJoibe. — ©tefe (5urt)e entflef^t, wenn ber bcfcl^rci' 
benbe ^unft M (gig. 18) nic^t in bcr ^crip^ertc bcö roUenben 
Ärcifeö , fonbern inncx^alh, ober augerj^alft bejfclben liegt» 
^U i^re ©teic^ungen ftnbet man leidet ; 

X = r (9 — 11 sin 9), 

y = r ( 1 — n cos 9), 
»0 n bad SJer]^aItnt§ ber (Entfernung iti bef4;rei&enbcn" fnnUee 
t)om SWittelpunfte beö Äreifeö ju bcm ^albmejfer bejfelben bebeutet. 

12) gpttroc^ofbe unb ^^potxo(^oi\>^.-- Stefeßur^ 
\)en entfiepen , wenn ber bewegliche Sxti^ C n\i)t auf einer ®era^ 
ben , wie bei ber Slrod^oibe , fonbern auf ber d u § e r n , ober i n? 
nern ©eite eine^ feflen «reife« Cgtg. 20 unb 21) fortrollt. 

(Eö fei anfangt ber 5)un!t Q mit A in Serü^rung, P ber 6e^ 
f^reibenbe ^unf t , R ber ^albmeffer beö fefien , r ber be« bewege 
litten Äreifeö, CP = h, OM = x, PM = y, .^AOB = 9, 

alfo -^QCB =^.9; fo ifi: 



x = OH+MH = (B + r) cos 9 — h co6 (5^. 9\ 
y = CH + CK = (E + r) sin 9 - h sin ^^^.<p\ 



(gig.20.) 



R — r 



x = (R — r) cos 9 + h cos ^ —l^(p\ 

;« \ :; (S^g- 21.) 

y = (R--r) sin 9 - h sin ftL—I^^\ 

13) epicpcloibe unb ^ppocpcloibe. — Dicfe gurücn 
entfielen, wenn ber befcpretbenbe '^nnU P im Umfange be« rol^ 
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(enben Sttti^e« C liegt ; a(f o h = r ifl« Um bie ®ttU^nnitn ber in 
Siebe {le^enben (Surveit ju ermatten, braud^t man folglich tn ben t^tet 
legten ®Iei(^ttitflefi nur h = r gii fe(^en , woburd^ ft(|^ ergibt : 

X = CR + r) cos 9 — r cos ^ .(p\ 

y= C» + r3 8bi9 - r sin (^±1.9); 
X = CR — O cos 9 + rcos ^ " .(pj, 

y = CR — O ßJ"9 — i^si" C——*9\ 

SBenn R = r ifl, fo ftnb bte ©letc^ungen ber (Sptcpcloibe: 

X 3= r C2cos9 — cos 29), 

y = r C2 sin 9 — sin 2 9), 
ober; 

X = r [1 + 2 cos 9 Cl — cos 9) ], 

y crr 2 r sin 9 Cl — cos 9). 
<Sr^bt man biefe l^etben legten ®Iei4^iingen gnm Ouabrate unb ab^ 
btrt^ fo fommt: 

x«+y« = r« [1 + 4(1-C089)]* 
& tfl aber an^ : 

Cx — r)« + y* = 4r« Cl— cos 9«) ; 
folgliil^ bfe Drt^ogonafglei^fung : 

Cx« + y« — r^^* =^ 4r« [ Cx — r)» + y«]^ 
9Benn man in ben ©(eid^nngen ber ^ypotrod^oibe li = r 

unb r =3 -7- f e^t , fo ergibt ftd^ burc^ (SUmination von 9 : 
4 

Cr* — X« — y*)» = 27r* x« y« 

ober: 

X* + y* = r* 
ol^ Ort^ogonalgletd^uitg bief er $9pocycIoibe. 

6e9t man in ben ©leic^ungen berJ^ypotroc^oibe r= ^, 

fo cxy&U man t 
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R- 

t). ^. bie (Steic^uttg einer S H t p f e , beten Sren ftleidji -^+ h, unb 

5: - h jinb, 
2 

R 

Sßenn h= -^tfl^ fo gel^t bie ^ypotrod^otbe in eine ®erabe 

fiber, welche Kxfi Surdjiineffer bed feßen j^reifed ifl. 



Bn)eiteg iTapttef. 

C00tMnatni« 

§. 10. 

SSir f^aben im txjr^ergef^enben fiapitel »erWiebene Soorbinaten* 
f^fieme betrachtete tt)iot)on jiebe^ in befonbern pKen eigent{»itmlt(^e 
!8ort|>eiIe barbieten fann ; allein ba^ Soorbinatenfpjient, »etcfiecJ jwr 
Unterfu^unß ber allgemeinen ©tgcnfd&aften ber gißuren am beflen 
geeignet iji, fc^eint ba« gerablinige ober parallele 6oot^ 
binatenf^ßem ju fepn. Slud^ l^aben noir bereite bie ©letc^ungen )Don 
t)erf(^iebenen (lur^oen in biefem (loorbinatenf^fleme gefunben , n>obei 
eö jiebDc^ eine gana patticuldre Sage in ber gigur J^atte. (5^ 
ift ba^er t)on SEBic^tigfeit : }u jeigen , tt)te man bie ©letcj^ung einer 
Curtje im parallelen ©oorbinatenfvjieme erl^alten fann, »enn baf^ 
felbc eine beliebige ?age in i|>rer gbene ^at 2)iefe aufgäbe ijl 
nur txxi befonbcrer JJatt ber JCran^fprmation ber Soorbinaten über* 
Raupte unb lagt ftd^ fo auöbrfiöen : SBenn bie Oleid^ung einet 
(Ettrt)e in txwtxci @9fieme paralleler Soorbinaten ge^ 
geben ijl/ i{^re Oleid^ung i'n einem an bern ©i^fleme 
foIiä^erSootbinatenjufinben — unb na4> bem weitet 
oben ©efagten ($* 7) lommt e« batauf an : vo^xM^tn ben ßootbi^ 
naten x, y eineö beliebigen IJunfteö ber Sbene xn bem urfprfing* 
liefen eoorbinatenfpjieme unb ben ßoorbinaten x', y' beffelben 
fünfte« in bem neuen ©p^cme g » e i ©leicftungen au ^nben. 

§. II. 

3Bir n)oUen aunac^ft ben Slnfang^punft ber @oorbinaten t)onO 



• • •» 



(1) 
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nai^ O' CSifl- 22) verlesen , tpnt bie 9lt(^tttnfl bet SfrcN gu An« 
bern, fo ba§ bie neuen 8(ren Xt,X^ Y,, Y' ju ben urfprfinglicben 
X|X, Y|Y parallel ftnb, unb auSrrbem wetten xoix anne)^men ; 
bag bie pofitiven x nnb x^ fon)ie bte pofitiven y unb%y' 
in bemfelben Ginne genommen n^erben; fo wirb bte (age ber 
neuen Slien burc^ bte Coorbinaten a, b be^ neuen Ünfang^punftetf 
O' in Sejte^una auf bte urfprfingltd^en 9(ren t)ottfldnbig befitmmt. 

(S^ fei M ein belteHger $unft ber QF(ene, fo fann man auf 
imi 93egen t>cn O nac^ M gelangen; namii^ auf ber geraben Sinte 
OM unb auf ber gebro^enen Sinte OO^M. SRac^ ber attgemetnen 
2:^eorte ber ^ r o je c t i o ne n ftnb aber bte $ro][ecttonen biefer bet^ 
ben aSege auf bie äre berx, parallel ju ber 8lre ber y^ ein an ber 
gteit^. 2)ie ^roJ[ecHon wn 00' i|i =a, bte \)on O'M ijl = x' 
unb bte V)cn OlW tfl = x ; folgli^ x = a + x'. ^toikivt man 
chnfo auf bie »re ber y parattel ju ber ber x, fo erhalt man 
y ^ b + y'. 5Wan Jiat alfo : 

X = a + x'^ , x' = X — a, 

y = b + y' y' = y — b 

S. 12* 

Q?ö feien YOX, Y'OX' (gtg* 23) refp. ba« urfprfingltc^e unb 
bag neue Slrcnfpilem , OA irgenb eine ®erabc in i^er &tnt, »on 
welcher an^ bie SBinfel in einem befltmmten ©tiine, tttoa »on OX 
gegen OY, gejdfift »erben, a, ß^ a, /y refp. bie fUiinltl, mldft 
bie aren OX, OY ; OX', OY' mit OA birben unb tjfre «age in 
ber @bene beftimmen, M ein beliebiger f)unft biefer Sbene unb 
MP, MP' tefp. paraßel ju ben ^xtn ber y unb ber y' ; fo fuhren 
ixoti aSBeße t)on nad^ M, namli^ OPM unbOP'M. GEnbItd(> fei 
OH eine ©erabe, rottet mit OA einen SSiinfel X ubtibet/ fo mad^t 
fte mit OX,0Y; OX',OY' refp. bte SQSinfel a — X, ß — X, 
a' — X, ß' — X. 55rojictrt man nun bie betben Sege OPM unb 
OP'M auf bie Oerabe OH , fo ftnb i^re ?Jroj[ectionen refp* : 

X cos (a — X) + y cos (ß — X), 
x'cos («'— X) + y'cos (/J'— X), 

unb ba biefe $ro/e.cttonen etnanber gleid^ ftnb; fo ^at man bie 
gietatii>n : ^ 

X cos C«— ^) + y cos(/J-X)=x'cos (a'— X) + y' cos(ß'-X% 
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(2) 



(3iH man ie^t X fuccefjtue tte SD8ett{ie ß —^, a~-^, ß'— -^-z 
a' — -^, fo fint«t man: 

_ x^sin Ca^- ff) + y^sii i f ^ - /3) 
"^ "■ sin C« - ff) 

_ x^sin (g^— g) + y^siii (ß' — a) 
^ ~ sin (ff — g) ' 

/_ X sin C« - ffO_-K y si n (ff~ffO 
^ ~ sin {a'— ffO ' 

' X sin (g ~ gQ + y s«» (ff — ^0 
^ "^ sin (ff' — g') ' 

SaSenn man bie SHd^tung OA mit OX aufammenfatten laßt, fo 
tji g = 0, ff ber SBinfet ber urfprungKct^en 2lreu , weldj^en man 
ßettjo^nlid^ mit d- bejeic^nct, unb g',ff' ftnb bic aßinfel, weld&e bic 
neuen »ren OX', OY' mit OX machen, unb tt)elc(ic bie ^age btefcr 
Slren gegen bie urfpränglid^en l&eßimmen. l^ägt man enblicf^ ber 
fiürje wegen bie äccente t)Ott a', ff' l^inweg , fo ge|>en bie gormein 
(2) in folgenbe ober : 

_ x' sin (^ — g) + y sin (^ — ff) 
^ ~ sin ^ ' 

x'sin g + y'sin ff 



y = 



sin 'd- 



(3) 



' = X sin ff + ysin (ff — >^) 
^ sin (ff - g) ' 

. — X sin g — y sin (g — ^^ 
^ sin (ff — g) 

SBenn ^= y, b. 1^» ba« urf^rfingUcJe ©p|iem re(ä[>t- 

tt)inf Hg iji, fo 1f(xi mani 

ic = x' cos g + y' cos ß, 
. y = x^sin g + y'sin ff; 

; X sin ff — y cos ff 

^ ~ sin (ff — d) ' 
, — X sin g + y cos g 
^ Sin (ff — g) 

aaScnn ba* neue ©pjlem re^ftwiitf.ng ifl, fo fann man 

ff = a 4- --, ober ff = g + -^ ^al>en. 3ni erflen IJaHe tp : 



(4) 



1 
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x' sin jd- — d) — y^ CO » r>» — d) 

sin v^ 
x' siiio-fy' cosa , 

y = iiir^ • > ^^^ 

x' = X cos a + y cos (-L^ — a) , 
y = — X sin a + y 8^" (-^ — «) / 
unb für ben gweiten gaU braucfit man nur — y' für y' ju fcften. 
3Senn beibe (Soorbtnatenfvfieme rec^tn)infltg ftnb, 

fo fann man wiebcr ß = a + -^ fcjien , unb man erj^ält : 

X = x' cos a — y' sin a, 

y == x' sin a + y' cos a ; ^ (ß) 

x' = X cos a + y sin et , 

y ' =3 — X sin a + y cos a. 

$. 13. 

j9Ula^mfine €0or^titatnivtniiajiMttii0. 

D. ^^ wenn fowo]^! bcr Slnfangöpunft verlegt^ aW bic Stiftung 
ber 2lren »eranbcrt tt>irb. Die Sage beö n c u e n Soorbinatenfvficme^ 
Y'O'X' (gtg. 23 a ) beflimmt man burc^ bteSoorbtnaten a, b bc^ neuen 
anfang^punlte^ 0' in SBegug auf bte frfil^ern Suren unb burct^ btc 
SBinfel a, ß, »eldjie bte neuen %xtn O'X', O'Y' mit ber «xe OX 
bilben* SQBcnn man burd^ ben ?>unft 0' gwei ^ülf^aren O'X,, O'Y, 
legt ; xotXäfC refp* ju OX; OY parallel flnb , fo ^ai man gwif^en 
ten Soorbinaten be^ erflen @9fleme^ unb benen be^ ^utf^fpfleme^ 
bic ^Relationen : 

x = a + x. . . X. =x— a, 

- ' ' ober : * . ' 

y =b +yi, yj = y — b, 

unb enbli^ jn^ifd^en biefen unb benen be^ neuen ©9jieme^ bie 9te» 
lationen be^ tjor^ergel^enben §. , wenn m<m barin Xi, yi refp. für 
^ r y fe$t. SD?an erl^dlt folglid^ bie allgemeinjien Jtran^for* 
motion^formeln, xotnn man in ben Stelationen (3), (4)^ (5) unb (G) 
x^\\\ X — a unb y — b für x, y fefet. 

S. 14/ 

<Ä5fflenfrttt0e Cntfernunj zweier yunktr. 

g^ feien x', y' bie ßoorbinaten beö erjlen ?JunIte« M' (gig 24), 
x",y" bie be^ aweiten ^nnlit^ M", D bie gefud^te Entfernung 
unb X,, Vi bie Soorbinaten von M" in 53ejug auf jwei burd^ M' 
SU bcu urfprünglid^en al^ r ed^twinf lig vor aufgefegten Slren pa^ 

2* 



2 
1 / 
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raflclc arcn; fo ifl x^ = x" — x' unb yj = y" — y', unb 

twUii^ gibt bad in P ted^ttDinfUge 2)reie(f, MTM'' bie SlelaHon: 

D =l/xi« + yi«=:]/(x''«x')* + (y''^i?05. (7) 

SBcnn bie aren f c^iefwinf Ug finb (gig. 25), fo legt man 
burd^ M' jwei Slren, noot)on bic eine ju ber äre ber x parallel 
unb bie anbere barauf fenfrecf^t i% SKöbann ifl noc^ : 

D = ]/x.» + y 

unb man mu^ bie beiben legten ber 3:ran^formationdformeItt C5) 
nef>men, worin a = o, x = x" — x', y = y^' — y' tfl; 

folglich : 

x^ = (X'' — x') + (y" — yO cos S-, 

y, = (y" - y'3 si" ^, 

unb enblid^: 
D=r/(x''-xO*-h(y''-yO'+2(x''— xO(y''-y')cos*, (8) 

n)a^ au(^ unmittelbar au^ bem 2)rete(fe MT'M'' folgt* 
Die gormein (7) unb (8) f>aben a 1 1 g e m e i n e <5JuItigfeit , xctX^t 
Sagen bie ^})unfte M', M^' in ber Sbene auc^ f^aben mögen ; nur 
mn^ man nicbt unterlajfen, ij^re Soorbinaten mit ben ge^^ 
rigcn 3 tiefen ju nehmen* 

3n ^J)oIareoorbinaten ifl bie gegenfeitige (^ntfernuus 
jweier -^Junfte M%M" (gig.263 offenbar: 

M'M/' = r = 1/9'« + (>"*~ 2(»'(>" cos C^"— ^^ (8') 

»0 OM' = q', OM" - p", aSinfel IM'OX = & unb fflinfcl 
M"OX = ^' gefeßt ifl. 

S. 15, ^ 

3itl^mtint Glndjunn einer 6attiin0 O0n Curoen. 

1) ?emniöcatcm — SDie ©leid^ung ber femni^cate in Se* 
jug auf jwei SJole ijl uv = a«, worin a eine Sonflantt ober 
einen Parameter beaeid^net; aber biefe ©leic^ung brfitft ntd^t 
alie (!emnt^eaten aud. 3)enn wenn man a aud^ t)erf4>ieben( 3^^^ 
lenwertf^e gibt , fo erj^ält man boc^ nur bie Vemni^eaten , welche swei 
fe|le fünfte ju if^ren |Jolen fiaben. gerner ^aben mir gefunben (§. 7), 
ba§ bie ©leic^ung ber (!emniöcate in Sejiepung auf jmei auf eine 
f})eeielfe SDSeife mit ber ßurtje verbunbene red&twinHige Slren O'X', 
O'Y' (gig. 27) folgenbe ifl: 

(X'» + y'2)« + 2a« (y'« - x'«) = o , ) 
oberr (x'^ + y'« + a^)« — 4ax'2 -. a* = o ) 
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wtldft alle itmniicattn auiixüdt, xotnn man tem ^^ranieter a 
vetfdl^tebene 3<t!^I^ittvert^e beilegt , iit aber befonbere Pagen tu 
ber ISbene ^ben. 

9lutt feien OX, OY jwei beliebig in ber Sbene ber dux^t an« 
genomntene 9ren , tctl^t xoiv ber Sinfad^Jf ei t wegen redjitn) in füg 
DOtaitdfe(en »offen; fo mirb bie Sage bec beweglichen 9ren 0'X^ 
O'Y' bitrc^ bie (foorbtnaten p, q be^ beweglicben Slnfangdpunfte^ 0' 
unb iüt^ ben t>eränberK(^en SSinfel a beflimmt, welchen O'X' 
mit OX bilbet. ®e$t man a(fo in ber ©feid^ung (9) für x', y' 
if^re Sert^e: 

x' = (X — p) cos« 4- (y — q> siuo, 
y'= —(X — p) sin a + (y — q) cos a^ 
f erjfiett man He @lei(buttg: 

[(x-p)* + (y-q)* + a«]« - 4a« [(X - p)co8a 
+ Cy - q) sl« aP - a* = 0, (10) 

tt)el(^e 9 1 e t toiKftirlic^e Barometer a^ p^ q, a tnt^U , nnJb alte 
imniitaun an^brüdti wel^e Sage ftr in ber (Sbene an^ ^aUn 
mögen« 3>iefe ©leicf^ung (10) ift folgli^ bie allgemeine 9 lei« 
4ttng ber Gattung ber Semni^cateneur))en. 

ä}on ber ® leicbung uv = a« audge^enb ; f ann man aucf^ bunb 
<ine ein)ige Operation gn ber aUgemeinen @lei(^ung (10) gelangen. 
2)enn wenn pV q' unb p'S q^' bie Soorbinaten ber beiben $ole ftnb 
unb ber Slutfbrud (7) fär bie gegenfeitige QFntfernung jweier f^unfte 
beutt^t wirb ; fo erf^filt man für bie allgemeine ©leic^ung ber Sem« 
ttiöcaten : 

t(x— pO«+Cy-q')«] [(x-p'0«+(y-q'0*] - a^ = 0. (11) 

2)iefe @lei^ung entj^filt wie (10) t) i e r wiHfurlic^e ^rameter, 

fo bap beibe gleic^geltenb ftnb ; unb in ber Z^at tä^t ftc^ bie eine 

^^ bie anbere trantfformiren , wenn mün jwifc^en ben t>ier f)ara^ 

^tern bie folgenben Stetationen feßfe^t : 

a — a, p _ — - — ^ q =5 — , 

ta«««= p^!' '^^ = T f^p"-p'->'+<^q''^q'^'3- 

2) (Sllipfe, {)yp>rbel unb Parabel. Die (9leid;ung 
-- = 111 brfitft bie (Sttipfcn , Hyperbeln unb ?)avabeltt au^ , \vclö)t 

t^enfelben 9^1 nnb biefelbe dlx^Üinie ^aben ; bie ©leid^ung : 
y'* + (1 — m«) X'* - 2(lx' + d« = o 
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bxMt aKe (SUip^cn, ^^pctiehi unb ^atahün an^, aber nur in be^ 
f n b e r n Sagen , unb enblic^ fu(^rt bie Strandformation ber do* 
orbtnaten auf bte allgemeine ©(eic^ung : 
(1 ~ m* cos^ a Cx« +) 1 — m^ sin« a) y« + 2m* sin a cos axy 

+ . . . = o (12} 
mit f a n f »illf ürlic^cn ^Jarametern m, d, p, q, a* 
^f 9t man : 

A ^ B ^ P^__==: ^ 1 

1— m*cos*a 2iu«sinacosa 1— m^sin^a *'* • ♦ ♦ / 
fo treten an. bie €tcUe ber fünf urfprünglid^en Parameter bic neuen 
A, B, C^ D, E, unb bie atlQtmtint Oleid^ung ter Sflipfen; 
4>Vpcrbeln unb ?5arabeln nmmt folgenbe gorm an : 

Ax« + Bxy + Cy« + Dx + Ey + 1 = o* C13) 
J)tc SRelationen : 

1 — m* cos* a = A, 
1 - m« sin« •« = C, 
. 2m« sin a cos a = B, 

geben : 

4(1— m«) = 4AC~B«, 

unb ba in ber ©leid^ung (12) bie <!^araften{lifcl^en SBtcttmaU ber 
fifHipfe, ?JarabeI unb ^^perb^l refp. ftnb: 

m« < 1 , m« = 1 unb m« > 1 ; 
fo ftnb biefelben aWerfmale in ber ©leic^ung (13) teft). : 
B«— 4AC<o, B«-4AC = o unb B«— 4AC>x>. 
3) Ä r e i f e. 2)ie ©leid^ung bed Äreifeö in Sejie^ung auf 
rec^twinffige äiren unb feinen !Kittetpunft aU änfangdpunlt ber 
(Soorbinaten ffl: 

x'« 4- y'2 = r?; 

unb bie angebeutete SCrandformation gibt für bie allgemeine 
©leid^ung ber Äreife : 

(X - p)^ + (y - q)« =r\ (14) 

toeld^e nur nod^ b r e i tt)tttfürlid^e Parameter , itämlid^ bie ßoorbi^ 
naten p, q bed 3WitteIpunfted unb ben ^albmeffer r entl^alt* 

SBenn bie Slren f c^ief ftnb, fo muf man bie gormein (5) 
anwenben, toorin refp. x — p, y — q für x, y ju feßen iß unb 
•& ben SaSittf et ber Slren bebeutet , unb man erl^alt : 

(x-p)« +(y~q)« + 2(x~p) Cy--q) cost^ = r«, 
ober cnttridelt : 

X* + y« + 2 xy f os ^ + mx + ny + 1 = o. (15) 
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Z>tx ttxtii toitb olfo a ( r ge m e t n iuxif ritte ®(etf^ttttg iti 
jmeiten @rabe^ an^^tttüdt, tporitt bit ®(tebrr mit x^, y^ Die din^ 
ptit unb bai ®(ieb ntit xy ben bo))pe(len Softttu^ tci HxtsMin^ 
fett aU Soefftcictttett j^oben« 

3)ie a 1 1 g e nt e i n e ©lei^ung einer Sur^engattnng i^ a(fo bie< 
ienige ^ welche ft^ auf jt^ei f e ft e Sootbinatinatenaren btijitpt uitb 
f bff^laf ett ifi : ba^ fte ^ wettn matt bett batin 9orf ommettbett t0itl* 
furftV^en (Son^atttett ober Parametern entfprec^enbe äBert^e beilegt, 
aUe Surt^en bet ©attung auebrucfen fann , n>el(^e Sage biefe in ber 
Sbene ani^ j^aben tnogen. ®ttoo1fiili^ fudfit man bie ©leic^ung ber 
durot erfi in Sejiel^ung auf befonbere Slren; fo baß bie 9iedj^nungen 
moglui^fl eittfac^ n>erben — unb bann bejtel^t man bie duxu burc^ 
eine SoQrbittatent>ern^anblung auf beliebige f c fl e Sren. 

Z)it Slnga^I fi ber in ber allgemeinen ©feic^ung einer Q^aU 
tms t>Dn Stirioen i^orfcmmenben tpiUfurlic^en Parameter ifl be^f^alb 
tt^o^ 3u beacf^ten, mil fit angibt, tDiet)ie(e Sebingungen gur 
SefKmmung irgenb einer biefer ®attung wn Sun>en erforberKi^ 
ftnb. 3n ber X^at muß man, um eine particulare Cur^e ju 
bejHmmen, eutweber unmittelbar bie Sa^Ientrert^e ber ß totOfurticben 
Parameter , ober ^ Stelationen jmifd^en ij^nen geben. 

S. 16. 

Claf|lficatlon Ut fimtn. 

SSflan unterfcbeibet bie Linien inatgebraifi^e unb t r a n ^^ 
cenbettte, jienacf^bem ibre ®rei((^ungen im parallelen Soorbinaten« 
f9fleme algebraifc^e, ober trandeenbente ftnb» 9Bir toer« 
ben un^ ))or)ug^tt>eife nur mit a I g e b r a i f d^ e n (Suroen beft^äf^ 
tigen. (Sitte algebraifc^e @Iei(^ung fann immer auf eine gan je 
?orm gebraut »erben , unb eö fei : 

f (x, y3 = 
eine folc^e ©leid^ung t>om mten ®rabe* Um bie ©leid^ung berfel« 
ben (Surioe in einem anbern ©pfleme paralleler @oorbinatea m er^ 
Mten , tnvi^ man f&r x unb y bie in S* 12 abgeleiteten äBert^e 
fe^n , utib ba biefe 2Bert^e in Segieliung auf x, y ; x ^ y linear 
unb Dott ber ^ortn: 

X = a + dx' + ey'/ 
y = b + fx' + gy' 
ftnb; fo ifk bie tran^fortnirte ©leitbuug: 

f (a + dx' + ey^ b + fx' + gy'J =- o 
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ebenfalls wm mten ©rate, fo t)a§ alfo biefelbe Sittte in atten pa^ 
rättelcn (Soorbtnatenfyflemen burc^ ©leid^ngen ))ott bemfelbett 
(Stabe audgebrudl «oirb, i^ad ald ein (^ataftenfltf($ed SRecfmat ber 
Viute betrad^iet tverbeu fann, xot^^alb man bie Sinien au(^ nac^ 
bem ©rabe i^xtx ©leic^ungen in IHnien be^ erflen^ j weiten^ 
britten, . . . ©rabeö nafjiiicirt. 

@o(I eine ©(eic^ung bed mten ©rabe^ xoixtUtfy eine Sinie bed 
mten ©rabed au^bru(fen, fo barf ftd^ ipv erjler Zf^di nitfyi in tbx 
l^tobuft ganjec S^ctoten t)on x, y jerlegen laffen* 2>enn totnn 
man ixt ©leic^uuß auf bie gorm : 

9 (x> y) • 1/; Cx, y) = e 
bringen f önnte, wo 9 (x^ y) »om uten unb ip (x, y) wm (m— ii)teii 
©rabe ifl ; fo würbe fic jwei Linien 9 (x, y) = o, \lf (x^ y) = o 
refp. von ber nten unb (m— ii)ten Dvbnung au^brüden. 

SQSenn f (x, y) = unb F (x, y) = }»et ganje algebraifc^e 
©leicbungen refp. 00m mten unb wm uten ©rabe ftnb , fo erhält 
man bie gemeinfcf^aftlid^en ^J^nnfte ber bun^ biefe ©{eiij^ungen 
aa^gebrfidten Linien , wenn man fte aU jwei f i m u 1 1 a n e ©leii^ 
dangen mit 3tt)ei Unbefannten betrac(ftet« äSenn man 3. SO. y üi^ 
minixt , fo er^äU man eine ©leicl^ung mit x, At^etd^e j^od^flen^ 00m 
m.nten ©rabe iß; unb beten SBur^eln bie Stbfciffen ber 2)urdS^fd^nittd^ 
punfte ftnb. 2)ie beiben Sinien fc^neiben ftc^ alfo ^ö^^cni in m.n 
fünften. 

3>er ©rab einer Sinie gibt im SlUgemeinen an, in töte ^itUn 
9)unften fte oon einer g e r a b e n Sinie gefd^nitten wirb; benn^ wenn 
man biefe ©erabe jur üre ber x nimmt, fo ifl y = bie ©leid^nng 
berfelben, unb um y in eliminireu, brandet man in ber©{ei(^ttng 
ber (Surt)e f (x, y3 = o nur y = o ju fegen, waö tint ©{eid^ung 
mit X gibt , bie j^od^ften^ vom mten ©rabe iß. @ine 8ini^ be^ ^ten 
©rabed fann alfo von einer geraben Sinie ^oc^ften^ in m fünften 
gef4;nitten werben. 

SBenn bie burd^ bie ©leicbungen f (x, y) = 0, F (x, y) = o 
autfgebrudten üinien tincn gemeinfcf^aftli^en 3weig l^ben, 
fo l^aben bie beiben ^Jolynome f (x, y), F (x, y) tintn geraeinfc^aft* 
litten 2)ivifor-9(x, y), unb bie©Iei<bung 9(x, y) = o brudttben 
gemetnfd^ftlic^en (Suroenjweig au^. SBenn alfo jwei nic^t 3 er« 
leg bare ©feid^ungen bie fei be Cinie auöbrildEen, fo muffen fte 
tbentif($i b. ^. i^xt goeffücienten proportional fein. 
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2>rttt(g JCapiteL 

Knlerfttd^nng Ux Siuun )<i ttfUn tf rate«. 



S* IT. 

2)t€ aOgcmetne ©leubung tti ttfttn Orabet jtDif^^en jwei Scr^ 
anberli(|^n x, y tfl ; 

Ax + By + C = 0, (1) 

mxin A unb B nic^t iu^tü^ "Sflnü fein (jfnnen , xotii fonfl auc^ 
C = o »dre. SBenn A = o, ober B = o iß, fo rebucirt ftc^ 
tie (SIri(^uno (1) refp. auf: 

y ^ _ ^ = b, ober X = - j = «'/ 

unb toenn B iti(|^l = o ifi ; fo (ann man fte auf bte gorm : 

y » ax + b C2) 

A f 

inngen , wenn man a = — i5-unbb= — =- fe$t. Seibe gormen 

»erben it)ir gTeid^jeittg anwenben. 

2>te @(ei($una y = b brüdt offenbar eine parallele juber 
8re ber x unb bte ®Uiäf\xnQ x = a' eine ?5arallele aur «re ber y 
aud. Sßenn b =s o unb a' = o loirb , fo rebueiren ftd^ biefe ®Uu 
^ngen auf y = o, x = o unb brütfen refp. bie Are ber x unb 
bie ber y au^. 

93enn in ber ©leic^ung (2) bie ®r6ße b = o ifl, fo rebüeirt 

f^c ^^ auf y =5ax ober 21 = a; b» ^. \>ai Berjditnip J»*'' 

f^en ber Drbinate unb libfciffe jebed ^unfte^ be^ 
entfpr ec^enben geometr if tS^en fDxtti tft conßant 
ttnb = a. SaSenn a pofitfo ifl, fo |iaben y unb x gleiiä^e 
3eic^tn , unb folglich liegen alle fünfte bed Drte^ in ben beiben 
SBinfeln YOX unb Y.,OX| (gig. 28). mimmt man eine beliebige, 
Sifciffc OP unb iit^t bur* ben ^unft P eine ?Jaraßete i\it Jlre 
^ft y^ fo fann man auf biefer 55araßcle immer einen ^Junft M Don 

f olc^er IBefc^afFcnl^it finben , bag 2^ = a, atfo M ein ^nnft beö 

fteometrif^^en Orte^ ift. Sonflruirt man ebenfo oerfc^iebene fünfte 
M', M'% . . . bicfe^ Orte«, fo j^at man: ^ 
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MP MT' M'T'' 



»/« — • • • 



OP OP' OP 

SDic JJretetfe OPM, OP'M', OP^'M", , • . ftnb alfo eincmbcr 
a^nli^, mithin bte fflinfet MOP, M'OP'; M^'OP", ♦ • . ein^ 
anber 9 1 c i d^ , unb folglid^ liegen bte fünfte M; M', M", . ♦ . 
äße in b e r f e t b e n burd^ ben änfang^punf t gel^enben ® e r a* 
bcn AjA, welche fofgli^ burd^ bie ©leidjiung y = ax audgebrürft 
wirb , »eil man tjermittelfl berfeKen immer bcliebiflioiclc ?>unf (c 
biefer Oeraben tx^alttn fann. 

aSenn a n e g a t i t) tfl, fo j^aben bie Soorbinaten y^ x e n u 
fleöengcfegte 3eid^ctt, unb folglid^ liegen aöe fünfte be^ Orte« in 
ben Iffiinfeln Y^OX, YOX, (5ig* 29)» ßonfiruirt man verf^ic^ 
bene fünfte M, M', M", . . . beffelben, xoic ^ox^in, foffatmatt: 

MP MT' — M"P'' 



-OP — 0P'~ OP" 



* • • 



ober 



MP _, WF' ^ M^_ 
ÖP OP' OP" * • * 



unb fotglid^ tiegen ade fünfte be« Orte^ in einer burd^ ben 9ln^ 
fangöpunft gepenben geraben Cinie A^A. 

SBerben nun bie gJaraOeren PM, P'M', P"M", ♦ . . jur 8lre 
ber y t)erldngert , unb x^on ben ^nntUn M, M', M'', • . . au^ in 
ber pofiti^en/ ober negaHt>^n Stiftung, jenad^bem b pi>^ 
fitit), ober neflatiJo ifi, bie Sangen MN, M'N^ M"N", • . 
genommen, beren abfoluter aSerijp bem ^on b gleid^ iß; fo tvirb 
ber Ort bcr fünfte N^ N', N'% ♦ ♦ ♦ burd^ bte ©leid^ung y=ax+ b 
auigebtftÄt. 3)tefer Ort ifi ater tint ju ^jA paralfele gerabc 
Sinie B,B, unb mit|iin brudFt bie ©letd^ung y = ax + b bie ®€^ 
tabc BiB (üxi. 3ebe ©leid^ung be« erften (9rabe^ 
xaii jwei SBerduberlid^en x, y britdEt alfo eine gerabe 
2inie au«. 



18. 

Umgefej^rt: bte ®Utc(^ung icber geraben lU'nic ifi t>om 
crjlen ©rabe. 25cnn wenn bie ©erabe jur Slre berx, ober ber 
y parallel i^, fo i|i i^re ©leii^ung refp. y = b ober x^^e, 
unb wenn fie bur^; ben Slnfang^punh gejjt unb mit feiner bcr iti* 



-al- 
ten Hrett iufammcnfiUt; fo (at f!e eint in Cafleit AiA (gig. 28 
u. 29). Sll^bantt Jfat man : 

MP _ JttT^ _ -MP^ ^ ) 

OP "^ OP -OP'' * fb K X=a 

~OP ~ OP' ~ -OP" • * • ) 
n)o a eine (£ o n fl a n t e ifl. 2)ie ©let^ung Der ©eraben tfi folg« 
li^ y = ax. 3fi bie ®erabe gu femer ber Sren ^^arattel nnb gef^i 
anäf niäft tnxö) ben 8[nfang^))unn , fo ijl ij^re ®lci(^un«: 

y == ax + b, 
!i>eil t^re iDrbitiaten bie gu benfelben Mfciffen geffj^Hgen Orbinaten 
ter bttr<^ bcn Slnfang^punft ju i^^r gejogenen $ara((e(en um bie^ 
felbe cottflante ®t5§e b übertreffen. 

jDte ®Iei(^ung (eber geraben Sinte^ n^eld^e nid^t bun^ ben $ln^ 
fangdputtf t ftef^t unb ju fetner ber Goorbtnatenaren paroOet. i^, 

bat alfo bic Sorm : 

y = ax + b, (2) 

ober Cann n>enigflen^ immer auf biefe Rorm gebracht werben. 3)te 
ffcttflante b ifl bfe Orbtnate beö ^unfte^, »o bte ©erabe bie 8be 
ber y fc!(?ncibet, unbwirb bte Drbina te tm anfangipunf tc 
atnannu ® i^ ßonflante a pdngt blo« toon ber W i d^ t u n g ber ®e* 
raben ob/ *f* fi^^ ^^e parallele ®erabe biefelbe — unbj^cißt 
be^^atb ber Stti^tungdcoefficient. ^tm für bie burc^ ben 
2lnfon8«puttft gegogene ^araMe A^A (gig. 28 u. 29) ]^at man^, 
wenn -^ AOX = a unb ^ YOX = ^ gefegt wirb : 

y _ _Mg _ sin MOP _ sih 

* — X ~ OP "^ sin OMP sin (;3^-^a)f 

y -_ MP _ sin MOP _ sing _ sin a 
^ — ' X ~ — OP ~ -sin OMP — sin (a-d^) sin (^— «)* 
g^ tfl atfo in atten gdtten: . t 

^ -^ shTT^":!«)' ^^^ 

n»orau« fo^fl^* 

a sin ^ — - A sin 3- ^.. 

^ 1 + a cos ^ B — A cos 3- 

^enn bie Sren re^twinfltg jtttb, fo wirb: 
% , A 

Unigcfc^rt: n>enn bie Drbinate b im anfangöpunftc unb ber 
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fßinUl a fiegeien i^, tveld^eit bie ©erabe mit bet Slri ber x Hlbet ; 
fo ifl btefe ©erabe ))oafiänbta beftttnmt, unb i^xt ©(etd^utig in f c^ie f^ 
toinfitgen Soorbtnaten: , 

sin a , . 

unb in rec^ttoinf ligen Soorbinaten: 

y =5 tan« a . X + b. 

jDa$ ber Ott einer ©leicf^ung M e t fl e n ©robe« : 
Ax 4- By + C =5 ober y ■= ax + b (ß) 
eine gerabe Sinie ifl, Iä§t {t(^ anc^ n^ie folgt geigen: di feien 
x', y' nnb x*',y*^ bie Sootbinaten irgenb jttoeier fJunfte bie» 
fetf Drted, fo muffen fte ber ® (eid^ung (n) genfigen, fo baß man pat : 
Ax' + By' + C = o ober y' = ax' + b, 
Ax''+ By''+ C = ober y''= ax''+ b, 
worauf folgt: 

P^^'^^^x* B ~ *• 

©enft man fic^ nun bie beiben fünfte (x', yO unb (x'% y") 
bur^ eine g e r a b e Sinie verbunben , unb bejeic^net a ben SBinfef, 
weld^en fie mit ber 8re ber x mad^t; fo ifl in fd^iefn)infligen 
Soc^tbinaten na4^ bem Dbigen : 

y" — y' ^ sin a A 

X'' — x"' ~ sin C^-a) ~ B~^' 

woxaui folgt : 

. a sin ^ — A sin ^ 

tang a = ; — ; — r: = n 1 ^# 

1 + a cos ^ B — A cos^ 

unb in re(^tn>tnf(igen Soorbinaten: 

A 
tang a = a = — g-. 

^ierautf ftej^t man: baß bie gerabe Cinie, totl^t iwti btlie* 
bige ^mltt tt« geometrif(|en Drte^ ber ©leid^ung CD ober (2) 
t)erMnbet , einen conflanten SDSinf et mit ber 8lre ber x bilbet, 
unb mithin biefer Ort felbfl eine gerabe Unit fein muß. 

S. 19. 

Sd ifl bereite bemerft : baß bie Sage ber burd^ bie ©teic^ung : 
Ax + By + C = ober y = ax + b^ 

auigebrfitften ©eraben iux^ bie Sonflantcn ^ = — g- unb b = 
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— g- It^immt tcixb. ^Ran fann a(et Me Vage tiefet (Scraben auc^ 

babitr(!^ ftnben : baß man t^re Z)ur(^fi(ti{tW))ttnfte (o, y^), (x«, o) 

mit ben Soorbitiateitajren fuc^t, tnbem man in btt Oleitlnttg fur^ 

eef fi^e x £= o unh y = o fe^t , moburcl^ man 

C - . C b 

yo = -g =bun>Xo=-j-=-- 

tx^U* 2>iefe SSefümmung^art iß a(er nic^t me^r anwtüitax, totnn 
bte ®(ei(^ttng bte g^nn ffat : 

Ax 4- By = o ober y = ax, 
tveil man y^so, Xo = o erhalten xoüxic, mobur(^ tieSagebet 
©eraben, xotli^t burd^ ben anfangtfpunft ge^t, nic^t t^50ig fijrirt toixb. 
3n biefem gatte wirb jieboc^ bie Sage ber ®eraben bunft bie (Eon^ 

^ante a = — ^ allein beftimmt* 

5Ui>er< lotmtn >«f €in^un$ einer ^crolm* 

1) SGBenn man Xq, yo in bie allgemeine ©(eid^ng ber (Seraben 
einführt, fo befommt fte folgenbe ^orm: 

xq yo 

2) SSenn man in ber ©leid^ung: 

y = ax + b 

für a feinen SBertfi tanga = bei rec^ttbinftigen (Jow 

cos a 

binaten fe$t ^ fo er^fitt man : 

y cos a — X sin a = b cos a = p^ (63 

n>o p iai au^ bem ^nfang^punfte (gig. 30) auf bie betrachtete 
®erabe A^ A gefällte ^erpenbifel OQ bebeutet. 

3)iefe ^crm ter allgemeinen ©leic^ung einer ©eraben er^ 
giM fi4^ aud^ fofort burd^ Soorbinaten^oern^anblung ani ber ®Iei($ung 
X = p ber ^Jft^^ttHele jur Slre ber y^ inbem nianbieHren um 
ben SSinfel — a brepet, alfo y cos a — x sin a für x fegt* 

3) aSSenn man auf ber ©eraben A, A ($1^. 31) einen $unft M« 
annimmt, fo mu$ man bon biefem fünfte aud ixoti einanber ge< 
rabe entgegengefe^te 9iid^tungen Mo A unb MoAj unterf(|)eiben, 
unb tctnn a, ß refp. bie 5B3infcI bebeutcn , ml^t MoA mit OX, 
OY bilbet, Xo, yo bie (Soorbinaten beö fnnfM Mo, x, y bie tinti 
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btUthi^tn ^untM M t)on M© A unb q btc ?dnfle M^M; fo 
tfl bie ©(etd^ung ^on Mo A in xtd^imnUli^tn Soorbinaten. 

cos a COS ß • ^ 

Um bie ©(eic^ung t)on MqAi ju erhalten , mfigte matt bfe 
3et(j^en von cos a unb cos ß veränbern, ober ^ n e g a t i ü ne(»tnen. 
Die ©leicjuttg ber flanjen ©eraben Aj A tfl alfb: 



x-xo _ y-yo 



(7) 



cosa cos/3 

4) SBenn a, /3 bie 5B3infet bebeuten, »eld^e ba^ au^ bem am 
fangipunfte (gtg. 32) auf bie betrai^tcte ©erabe A^ A gefutttc 
^erpenbifer OQ = p mit ben fd^icfwinfligen Sren OX, OY bilbet, 
fo l^at man offenbar: 

p = Xq cos a = yo cos ß, 
WO Xo, yo tefp* bie »on ben Slren ber x unb ber y burd^ bfe ®e* 
rabe A^ A abgefc^nittenen @tit(fe begeic^nen^ unb bie ©feic^ung 
ber ©eraben Ai A iji folglid^^ »enn man bie fflertl^e von x^, yo 
in^ bie ©lei^ung (5) fegt : 

X cos a + y cos ^ = p / a + /5 = o. (8) 

§• 20. 

Sm^tmnnt ^inä)un^ tut turd^ tintn Punkt (x^^ yO eej^cn^eit 6rta)<n« 

2)a bie ©erabe burd^ ben ^unft (x', yO ge^t; fo muffen x' 
unb y' ber ©leic^ung: 

"• Ax + By + C = o ober y = ax + b (1) 
genügen , fo bap man l^at : 

Ax' + By' + C = o ober y' = ax' + b (10 
burd^ xottil)t SÄelätion einer ber beiben toißfürlit^en ^Jarameter, j. 

C A 

S5, b = — g- aW Function bei3 anbem » = — «■ teftimmtwirb, 

welker allein tt)ittfurlid^ bleibt. Um ben erflen ju eliminiren, 
brandet man nur (10 »on (1) abjU3ie{ien, wobur^ man bie ©lei* 
^ung : 

A (x-xO+B(y-yO=o ober y-y'=Ä(x— xO (9) 
tt^ait , worin blod noäf ber eine wittfurli^e ^aramekr, naraXi^ ber 
9ltc|tnngöebefficient \)orfommti unb weld&e atte butcj^ ben 
|5unft (x', yO ge^enben ©eraben quöbrüdt. 2)iefer ©feici^ung ge^ 
fd^iefft in ber Zpat burd^ x = x' unb y = y' ©enüge. 
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S. 21. 

6(H4un0 rinrr BnolteUf mdän »uri^ rinrit §t§tbtntn funM Cx^ yO i<^t na» 
mit »er J9in »et x nnm leirlienen Wniiri a bildet. 

3>ufe @rei(^ttng ifloffenBar in fd^tefminfltgenSoorbtnaten: 

- sin a - .^ ,.^^ 

unb m rec^tbinlligen Coorbtnaten : 

y — y' «= taug a (x — x')' 1 

ober: > (11) 

(y — y') cos a— (x — x') sin a = o. J 

2)iefe^ ftt^ offenbar aud^ btr ®Iei4fungcn einet ®eraben, 
welche bttrc|> einen gegebenen ^unlt Cx',yO ge^ unb 
}u einer gegebenen ©eraben, bie mit ber Sbfciffen« 
ote einen 2) tnf el a bilbet, parallel iß. 

$. 22. 

6ln4ttit0 ettur »unk 3u>H yniiHI« (x^ yO^ Cx'^ y'O letdi^m Ißcttf^m. 

@oa bie bur^l ben ^onft Cx% yO ge^enbe ©erobe (9) au^ 
burd^ ben ^unlt Cx", y'O gejen , f o mfijfen x", y" ber ©lei^ung 
(9) genügen , »enn jie für x, y gefegt »erben , unb man ^at f olg-^ 
Ii(^ bie ©leidjnmg : 

A(x"-xO + B(y"— yO = o ober y"-y' = a (x"— xO/ 

unb toenn man f&r a = — ^ ben fti| au^ biefer legten ©leic^ung 

etgebenben SBertl^ ^^, '^ ^s ^^ C9) («$* ; fo erj^filt man fftr bie t^er^ 
langte ©leid^ung: 

ober : t 

Cx"— xOy-Cy"— yOx+xy-x'y=o.; 

SEBenn einer ber gegebenen fünfte, etwa (x', y% ber »nfangdi 
»Junft, alfo x' = 0, y' = o ift; fo rebucirt pd^ bte ©leid^ung 
(12) auf : 

y sss ^ X ober x" y — y" X ■=- o» 

SBenn enblid^ ber eine gegebene ^unft (x', yO auf ber %xt 
ber X unb ber anbere auf ber äre ber y liegt , alfo y' = o unb 
V = o ijl; fo wirb bie ©Icitf^ung (12): 
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x'y + y'' X »7 x'y"=0; 
ober : 

fiberetnflimmenb mit (5). 

6oa Mc burd^ bie 5)ttn!te (x%y)^ (x'',y'0 ßc^enbe Oerabe 
att(| bu«|> bcn brittcn ^Juiift (x"^y"0 flehen, fb muffen feine 
Soorbinaten x"*,y'^' ber ©letd^ung (12) genügen, unb man pat 
folglid^ }mf(^en ben (^oorbtnaten breiertnseraberSinte 
liegenber ^snfte bte Sebingung^gteii^ung: 

r^'-y = fj^^' Cx-'-xO. (13) 

{• 23. 

SoOen g)9ei ©erabe : 

Ax + By + C = o ober y =r ax + b, > 

A'x+ B'y+ C^= ober y =ra'x + b' i ^ 

A A' 

ju einanber parallel fein, fo mu§ a = a' ober -g-=-or 

fein, weil nac^ bem Obigen (S* 18) in rec^tipinfligen C^oorbi^ 
naten 

sin g _ . 5_ _ A sin a* ^ A* 

sin (*— a) iB ' sin (*-«')** * 5'' 

ijl. ©otten bie Uittn ©eraben (ßy attfetnanber fenlret^t fein, 
f muß a' s=5 a + — fein , alf o : 

tang a' = — cotg a ober tang a . tang a' = — 1 ; (14) 
folglid^ iß ^te gefuc^te Sebingung^gletc^ung bei red^twinfligtn. 
Soorbinaten : 

a.a' = -l, alfo: a' = - i, ober 4!= - x / (i5) 

unb in f^tefkoinf Itgen Soorbtnaten tfl (S. 18): 

. — ft sin ^ — Asin^ 

aiig « ~ 1 ^ a cos ^^ ~ ß~Acos^ ' 

a' sfii ^ — A' sin d- . 



tang a = a = — — , tang a' = a' = — ^ , 



tanff a' = 



1 +a'cds^ B'~ A'cos^* 
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mithin bit t^erfangte Sebinaungdgletd^ung : 

Cl + a cos ä^) (1 + a' cos ^) + aa' sin« ^ = o, 
ober: ] (16) 

(Acos^— B) (A'cos^— BOf AA'slii«^=so, 
ober : 

A' (A - B cos ^) + B' (B -« A cos ^) = o, 
wo a, a' unb -^ i{>re fruj^ere SBirbcutung ffaben ($. 18)* 

Hu^ biefcn verfc^tcbenen Sebingungen folgt : 1) im r e (^ t^ 
mtnfHgen @9ftente^ ba§: 

Ax + By + C = o^^^^^ y=.ax + b j 

Ax + By + C = y = ax + b^ 

SYDci parallele Oerabc, unb: 

Ax -h By + C = o ^^^^, y = ax + b 

ßx — Ay + C'= * y = ^ Ix + b' [ <^*^^ 

a 

imi oufcinanbcr fenfrec^te ©ftabc ouöbrüdcn, unb wenn bfe 

parallele, ober @enfrcc|> tc burd^ einen gegebenen ?)unft 

Cx'/yO gef^ett fott; fo finb i^rc ©leid^ungen refp. 

A (X - xO + B Cy - y = o ober y-y' = a (x— x')^ (20) 

B(x-x') — A(y-yO = o obery— y' = - l(x-xO. (21) 

a 

2) 3n fc^iefwinfligen ©oorbinaten bleiben bie ©leic^un* 
flen ber ^ avaüclt biefelben, unb bie ber burd^ ben 5Junf t (x', y 
geffenbeii ©enf reci^ten werben: 

— (B — A cos &) (x— x') + (A-B cos &) (y-yO =o, 
ober: 

(X - X')- 



_ ^ — ^ 1 + a cos ^ . _ ^ <^22) 



a + cos S- 
§. 24. 

Um bie Soorbinaten biefe^ ©urd^fd^nittpunfte« gu erpalten^ 
braud^t^man nur x unb y auö ben ©lei^^ungen: 

Ax + By + C = o, y = ax + b 

A'x+ B'y+ C'= o *'*^''^* y =a'x+ b' 
ber beiben ©eraben abauleiten, n^eil btefe ©Icic^ungen für biefcn 
fxxnfi gl einseitig erfüllt werben müiTcn. 3Jian fintet lei^t: 

®<t)nufc , (SootbtnatCQgcometrie. 3 
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B'C 
^ = A'B 

' AB' 


- BC 
-AB" 
-AC 
-A'B' 


b' — fc 

'^'''' ab' I tb 


1 


m 


$. 25. 




Winktl joiritt 9nai*n, 



(23:) 



^^ feten: 

Ax + By + C = 0, ^^^. y = ax + b, 
A'x+ B'yH- C'= o * y =a'x + b' 

bie Olet^ungen bet betben ©eraben, unb <p, a, a' refl). bie gBinfel, 
m^e f«c unter ftd^ unb mit ber 8lre ber x ma^tn; fo t^ y = 
+ (o' — a), folglüi^; 

tanso, = + tang «' - tang a 

1 + (ang a' tang a. 
Dlun iji (*et ($. 18): 

tang a = -Ifl?.:?- , tang o' = *'«'"-» , 
1 + acos^' ° l + a'cosy 

unb wenn man btefe SSertpe in ben 3Sert^ von tang <p fubßttnttt ; 
f » cv^dU man : 

tang 0, = + ( a' - ä) sin ^ 

~ 1 + aa' + (a + a'3 cos * 
_ ^ (AB' — BA') stn d- ' ^^^ 

- AA' + BB' — (AB'+BA' cos & 

SBenn bie Steen te^twinflig jtnb, fo ^at man: 

a' — a AB' — BA' 

*""^^ = ^H:^-^ AA'+BB'- ^=»^5 

3Die Reiben fllei^en unb entgegettflefefttcn SBertJe »on tangr 9 *e^ 
iiej^en jtc^ auf bte i^eiben ^ItbtnwinUl , mt^t bie Reiben gcrabcn 
Stmen mit emanber bilben* 

©offen bie betbc« ®erabett Ottfetndttber fenfreci^t fein, fo mup 

TT 

9 ay -^ alfo tang 9 = 00 fein; foIgK^ in fd^iefwinfliflen 

Soorbinaten : 

1 4- aa' + Ca + »0 cos ^ = o 
ober: 

AA' + BB' ~ (AB' + BA'3 cos * = o, 



- 8« - 

unb in xtt^twintliQtn ffoerbtttaten: 

1 + aa' =a o oter AA' + BB' = o, 
uC^ereinfUmmenb mit §• 23* 

S. 26. 

fSn^ d(f yrrym^ffcelf 001t eitlem feiebmni f nnlUr auf eine ireebme I0cralrr. 

SBenn (x^, y^) ttx fiege^ene ^Junft unb: 

Ax + By + C = ober y = ax + b (1) 
bU ®(etc^ng te^ gegebenen ®eraben tfl, f^ tfl mify $. 23 bie 
©Wc^ung be^ »on tiefem fünfte auf btefe Oerabe gefällten IJerpen* 
Meli in re^tn>tnf({gen Soorbtnaten: 

y — yi = - ~ Cx — xi) 

Ober: > <26) 

A Cy — yi) — B (x — xi) = o 
unb KDenn man bie ©leid^ungen (13, (26) aU fimultane betrac^^ 
ttt; fo ftnb bie \iäf barau^ ergebenben Witxt^c i^on x, y bie Soor*' 
binaten be^ 3)ur^f(|n{tttf))ttnfte^ beiber ©eraben. Um aber 
bte Elimination leidster gu betoirfen, bringe man bie ®Ieid^ttng(l) 
(luf bie gorm i 

A(x-xJ+B(y-yO + Ax, + By, +C = o, \ 
ober: [ OO 

y — yi=a (X — xj + ax, + y, + b; ) 

atebann ergibt li^i ani (26) unb 00 tci^t: 
x-x ^Cyi-ax,-b) _ yi-ax,->b 

^orau^ ftd^ X, y leicht ergeben* 

©eßt man nun bie SQSertl^e (27) toon x— Xj unb y— yi in ben 
gemeinen Slutfbrttd ber gegenfeitigen Entfernung }n)eier fmltt 
(xi, yj, (X, y), b. ^ in : 

P = l/cx - X,)» + (y ~ y.P ; 

fo erj^alt man: 

P = -u yi — ^^i — fc 

]/l + a« 
- * A x. + B y, + C ^ ^28) 

— - ' • > — - ■ — — — / 

l/A« + B« 

»0 \>ai 3tiä)tn fo ^u nehmen tfi ^ ^af P )) o f 1 1 1 9 wtit. 

3* 
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SBenn bte Goorbinaten fd^ieftoinf (tg ftnb , fo ifl bte @ttu 

unb tvenn man btefe ® letd^ung mü (|u) iDerbtnbet ; f o ftnbet man : 

— = (a + cos ^ ) Cyi — ax t — b) 
^ ""* 1 + a^ + 2acos^ ' . ^^^ 

= — (1 + acos-^Hyi— ax,~b) 
^ ^* 1 + a« + 2acos^ 

• ©e^t man btefc S33crtpc Joonx—Xi^ y— yi w b«i äu^brutf: 
P = r/(x^x,)« + (y-yJ« + 2Cx-xJ(y-yi)cos^ 

bcr gegenfcittgcn Entfernung gweier ?Junftc Cx, y), Cxi,yi) in 
f(^iefn)in fügen Soorbinaten; fo tx^alt man na^ ^txxiifttUn die^ 
buctionen : 

P = + Cyi - axt— b) sin 3- 

^ l/l + a«'+^2äcös^ 

^^(AX|+By,+C )siii^ ^ ^ ^^^^ 
' l/AHB«-2Aßcös5-' 

SBennber^JunltCxi, yi) ber anfong^punlt, alfoxi = o^ 
yi = ijl; fa rebttciren ji^y bic auöbrurfe (283 «nb (31) xtip. auf: 

± b ^^ c y 

^ r32i 

p=+ böin^ _. C sin * ^ ^^ 



P = 



■r/l+a«+ 2ä cos ^ 1/aHB» -2 AB cos *' 



S* 27. 

f jbtde L Hnet 6(ra^(n| wtii^t ml t<r 51? e l^t r x (tnm IDtnKrl «d- btitd «n» «01t 
(tnem neflcbtnen f unku (h, k) nod) ctttrr 6f rabin Ax + Bj 4- C = o 

SBenn (x,y) ber JDur^f^nitt^punft ber beiben ®eraben tft, fo 
ifi ofenbar in red^ttDtnfligen Soorbinaten: 

X = h + L cos ^, y = k + L sin &, 
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ttnt> tDcmi man tiefe fBert^c in iit ®tei^m^ Ax + By + C := o^ 
ml^tt jte genagen mfiffen , fub^tttirt ; f o er^A(t man : 

L(Acos^ + B9ii)^) + Ah + Bk + C = o; 

fotali^ : 

— (C + Ah f Bk) 



A e«s S- + B sin 'S- * 



$. 28. 



(34) 



dri^uni (incr ißvctütiif wA^t mit ttt ißtntm Ax -^ By -|- C = o 

(iiun $titb*tu* Waka q> kUM. 

Sßenn a' Hn SSinfef beamtet, weisen bie erße unb a ien, wel» 
<^en bie iweitc @exalbt mit bcr fixt in x hüitt, fo tß a' ss a 1 9 ; 

folglt*; 

— — + tan 

tang a' = t«^"« « t to"6 9» = « "^ ^ 

t± tan« «tan« 9 i :, ^ , tang <p 

— Acos9±Bsin9 

^^ BC0S9 ± Asin^ 

9lim fei: 

A'x + B'y + C = 
Me verlangte ©lei^ung mre^itnoinfltgen (^«yorbinaten , fo tt)irb 

A' 
biefelbe; wenn uian ben t)or]^erße]^enben SQSert^ ^on tang a = g-^ 

fuJ^tuirt : 

(B cos 9 + A siu 9) y 4- ( A cos 9 ^ B sin 9) x + C"=o* (35) 
Die dj^nlici^e ©lei^ung in [(^^ieftoinfligen^^oorbinateniu 

S. 29. 

Ax -i- By + C = 0/ A'x + B'y + C = jcM- 

J>iefe ©leic^unft i|i offenbar : 
MCAx + By+C) ± N (A'x + B'y + C = 0, (36). 

tt)o IW uttb N »ißffirltc^e ^axamtitx flnb , unb e^ ifl fofort ein* 
Ieu(^tenb ^ bag bte burd^ biefe lefcte ©Teilung auögfbrütfte ®erabc 
burdji ben 2)urd^f(^;nitWpunft ber beiben gegebeuen ©eraben ge^t, 
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tpcil Me le^e ©{ctd^ung buTC^ bicfelbeti 9B3ert|^e Mn x, y rrfUlt 
tptrb, tpeld^e ben gegebciiett ®(et(l^ungen genügen. Die gefachte 
@{eid^ung entj^itt eigentlich nur einen n)tiffärf ofen Parameter, toeil 
man (36) immer bnrd^ M, ober N bit)ibiren lann, o^ne i^re SIU^ 
gemein^etl ju befc^rinfen , fo bffg bie @(ei4mng t)pn ber gorm : 

Ax + By + C ± X (A'x + B'y + C) = o C36) 

i. 30. 

aßenn a, ß unb a^ ß^ bie SßinBd beaeii^nen ^ wtt^t bie teiben 
9li4Knngen (ffaden Seraben) mtlben re^tminfligen (E^orbi« 
natenlaren bilben, unb man benft {t(]^ burc^ ben S(nfang^)»Bnft O 
($ig* 33} ixoti ^oxaUtUn gu biefen ©eraben gebogen unb auf ben^ 
f e(bett refp. bie wfilf ürlid^en Sangen OM, OM^ genommen ; fo gibt 
t>ai 2>reie(f OM M' : 

OM«+öM'«-MM'« x2+yHx'a+y'«-(x-xO*-Cy-yO' 

^^"'^^ 2 0M.0M' =-" 2TT ^ 

__xx' + yy' 

W Jt^y; x^y' refp. bie goorbinaten ber ^nfte M,M' aiib l,V 
biß Mngen OM, OM' bebeuten. %otQlii) ifi : 

cos 9 = cos a cos a'+cos ß cos ß^. (373 

S* 31. 

<W fei (gig. 34) ber 5JoI, OX bie 5>oIarare , M ein belie* 
biger ^Junft ber ©eraben AAi, beren ^Jolargleic^ung gefuc^t »irb, 
OP t9^ a, mnhl MOP =:;>, fBinM MPX=0 unb ber atabtnd:* 
t)cctor OM 3= (►; fo gibt bo« ©reied MOP fofort: 
Q _ sin ß . _ astng 

ä ~ sin Cß — -d^) ^ sin (/5 - ^) ' 

xotlijt^ bie ^olarglei^ung ber ©eraben AA^ iß. 

Ober man fe$t bie SBert|>e x = p cos ^, y = p sin * in 

bie £)rt^ogonaIgtei4iung : 
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Ax + By+C =3 o ofccr y = ax-f b 
t)er ©ctaben , loobur^^ ftc^ ergibt : 

— C . b 



Umgefe^rt fatm man, wenn bte ^olargftic^ttng einer Oeraben 
gegeben i^, leitete (eic^t confhuiren. 

2>ie Sage ber ®etaben AA| wirb offenbar fi^on burif^ ben 
^:=^o entfprec^enben Sßertl^ OP=a Mn (» unb burd^ ben ^=00 
entfprecbenben SBertl^ NOP ^ ß wn S^ ))oaf)änbig beflimmt. 

SBenn OP Cgtg- 34a) fenfred^t aufAAi x% ^POX = a, 
-^MOX = ^ unb OP = p gefegt t»irb; fp gibt ba6 re<$t»inf^ 
Ujc Zttitd MOP : 



Q cos i& — a) = f , alfo : ^ = 



P 



cos (*— a) 

aM ^olarglet^ung ber ©eraben AA|. 

S. 32* 

1) Die gUc^e F be« Sreiede« BPB' (gig. 35) a« 
finben, toenn bie^Iei^ungen: 

y = ax + b , y = a'x + b' C«) 

ber ©eroben BP, B'P gegeben finb. 

SSenn man OQ fenlrec^l auf OY jte^t , fo ift offenbar : 
2F = BB' . PQ = (OB-OBO PQ = (b-b') PQ, 

unb ba PQ nic^ld anberd ift, ati bie Stbfciffe x tti gemeinfc^aft" 
luben ^unfted P ber betben (Seraben BP, BT; fo mn^ man x 
^vii beti gleic^ieitig ftattffnbenben ©Teid^nngen (a) fud^en, to^inx^ 

vHm er^&It: 

b — b' 
x = 

SUfO ifl tnbtx^: 
F = i • 

2) ©ie SfÄ<|e P eine^ ©reiecf e« PPT'' (AM- 36) au 
finbcn, n)enn bie ©letd^nngen: 

y = ax+ b , y i= a'x +b' , y = a"x + b" 
feiner btpei Seiten BP, B'P', B"P" gegeben finb. 



a 


-a'* 


(b 


-bO* 


a 


-a' • 
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SJerlcingert man biefe Otiten, hi^ flc bte are OY refp. in 
B, B', B'' fc^neibcn, fo ifi: 

F = BPB' + B'P'B" - BP'B'', 
unb fol^lid^ nad^ ber porl^ergepenben Aufgabe : 

F =i r (b-b O^ (b^ ^ b^O^ (b - b^O^ i 
* L a - ä' "^ a' - a" "^ a — a" J * 

3) ©ie gldc^e F cine^ 2)rctccfcö PP'P" (Sig* 37) 
burc^y bte S oo rbt na ten x, y; x^ y'; x"^ y" feiner (S d^ 
puttfte P, P^P" au^gubrüden. 

S^ tfi offenbar: 
F = PMM'P' + P'M'M"P" - PMM'P" 

= 4Cy'+y) (x'-x)+ i cy"+yO (x".xO - i (y^'+y) (x"-x) 

= 4[(y'+y)(x'.x) + (y"+yO(x".x') + Cy+y'0(x-x'0]. 

®anj auf Wefelbe SBetfc erj^ält man für ben ^tä^tninpalt F etne^ 

beliebigen S tele rfe^, bejfen Scfpunfte bie (Soorbinaten x, y; x%y'; 

x'^ y' • . . . xn , yn j^abeu ^ ben fymmetnfd;en Slu^brurf: 

F=i[(y'+y)(x' - x)+(y"+y'j(x"-x)+(y'"+y"j(x'"-xy) 

+ *-- + cy+y^) (x-xn)]. 

©ei biefer gormcl ifl ju bemerfen: baf bie Scfpunfte be^ 
SSielede^; wie fie in bemfelben @tnne aufcinanber folgen, 
numerirt »erben müjfen. Da^ SSieletf braucht jeboc^ nic^t in 
bemfelben SBinfel ber Soorbinatenaren ju liegen, fonbern biefe 
Mnnen baffelbe beliebig bur4)fcl^neiben , o^ne bag bie gormcl un* 
braud^bar wirb. 2)enn wenn bie 2lren ba^ SSieled ni^t bux^^ 
fcbneiben unb man laßt jte ftcfi parallel au f i ^ f e I b fl fo 
weit fortbewegen, biö jte ba^ SSielecf bur(|)f(]^neiben ; fo gepen bie 
Coorbinaten x^y; x'y', • . . refp, in x + a, y+b;*x'-t-a, 
y'4-b; . ♦ . über, wobur^ aber bie eJotmel nicbt oeranbert wirb, 
weit fi4> atte ©lieber mit a unb b gcgenfeitig aufgeben» 

SQ3enn ftd^ bie @etten be^ fßitkdc^ burcfyfreujen, fo wirb 
bte gormel unbrauchbar. Slber aföbann fann man bie (Soor^ 
binaten ber jiDurc^f reu junge punfte nac^ bem 33or|ierge^enben lei^^t 
finben, unb bie gormel auf t>U eingelnen S^^eile beö SBielerfeö an^ 
wenben. 

4)©en geometrifdj^en Ort ber ?Junfte ju finben, 
wtl^c t)on gwei gegebenen ^nntttn (x', yO/ (x", y'O 
gleic^weit abflei^en. 

53 2)en geometrif cjen Ort bet ^unttt gu finben. 
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rocl^t 9on itoti buxdf ipvt ®Teii$nngeit ft.e grienen 
@eraben gltA^tocit entfernt finb* 

6) SBenn bte ©leic^ung y=ax -f b einer ©eraben 
unb aujer^alb bcrfelben etn ?JttnIt (x', y') gegeben 
ift, bur(^ btefen ^unft eine ©erabe au stehen, weld^e 
mitbererfien einen gegebenen SStnfel bilbet* 

7) IDurc^ einen ^Junlt (x', y) eine ©erabe gtt gießen , toeli^t 
mit jwti gegebenen ©eraben y c= ax + b , y = e'x+ b' g ( e i 4^ e 
SBinfel bilbet. 

8)9Benn bte ©leit^ungen jmeier ©eraben ^eU 
gcnbe finb : 

y cos a — X sin a = p 
y cos a' — X shi a' = p% 

au jetgen: baf bie, ben 9on i^nen gebifbeten SBinfel 
Mlitrenbe ©erabe burc^ bie ©(eid^ung: 

y cos a — X sin a — p = y cos a' — x sin a' -— p' 

öu^gebrürft tbirb* 

9) e« ifl B (gig. 38) einfefler^JunftinberSlre 
OY, Q ein hi tot iiti^tx lUintt in ber «re OX, -^BQP 

= 90O upb ba^ a3erM^^n«§ BQ: QP c o n fl a n t ; man 
follbcn Drt bc^ ?5unfte^ P finben. 

10) 2Bcnn CS^g- 39) bie 2R i 1 1 e einer ®citt YY' eine« 
©reiede« YXY' ift, unb bur^ irgenb einen |Junft M »bn OX bie 
©eraben Y'P, YP' gejogen »erben, ju jicigen: baf PP' gu YY' 
P ar a n c I ip unb OX in ben fünften M, N H tm o n i f ^ ge* 
t^tiü wirb , b* f>. fo : bag bie rectprofen SBert^e t)on ÖM, ON 
unb OX tint arit^metifc^e Proportion bilben. 

TOmmt man OX unb OY gu ben Soorbinatcnaren , feftt OY 
= OY' '= b, OM = a unb OX =a', ; fo finb bie ©leicfiungen 
t)on Y'P unb YX refp. : 

a- b ^' a' ^ b ^• 
?iüv ben ^unf t P finben biefe ©leic^ungen c^lti^icitxQ flatt, 
unb bur4^ Slbbition ergibt ftd^ barou« : 

alfo bie abfciffe x beö »JJunfteö P : 

2aa' 
"a -f a' * 
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Sie ©(eit^vngen 9on YP' unt Y'X flnt) fetner : 

wotau^ p^ eienfo fOi; bie Slbfciffe bed fhtnftcd P' ergibt : 

_ 2aa' 
a-H »* 
2>ie fünfte P, P' ^(en alfo t i c f e ( ( e «bfcifc , utib nti^in t|i 
PP' parallel gu YY'. ^nMic^ ijl noc^ (v): 
1,1 2 

a ^ a' X ' 

»ocaud erneuet, ttaf — tad attt^mcHf(^e 3)2ttte( awtfc^en — , ^ 

ift, alfo S; X, a^ eine j^atmonifc^e Proportion Mlben, tote au^ 
^on Ott« tem Vitxt^t oon x fel^fl erj^eOet (f. f« 34)* 

11) Sßenn oon ben beiben ft(6 fif^netbenben @(' 
raben OX, OY (gifl» 40) bie eine OX oon ben t>on bem* 
felben ^nnttt P audge^enben ©eraben PB,PB^FB^ 
.«•{farmonifd^ Set^eiUtoirb^ fon^irbaud^bi^ 
anbere OY burc^ biefelben (Seraben ^armoittfc^ fi(* 
t^eitt; b. ^. wenn OA, OA', OA", . . . tint j^armoni^ 
f(^e ^roflreffion bilben, fo bilben auc^ OB, OB', 
OB'' . . • tinc fot^e* 

®« fei OA == 9L, OA' = Äj, OA" == a,, . . •; OB = b, 
OB' = bi* OB" = b«, • . ♦ unb h, k bie (Joorbinaten bc« 
fünfte« P ; fo Itnb bie ©teic^ungen «)on AB, A'B', A''B", . • « 

ttnb ba ftd^ biefe ©eraben aUe in P f^neiben , fo pat man aud) : 
h , k . h , k . 
a * b ' a, bj ' 

9Iu6 biefen legten @(eid^l^eiten ergibt fti|^ burc^ 6nbtraclion : 

(i-.l)h + (l l)k=o,(l-l)h+(l-l)^ 
^a a/ ^b b/ Vai aa^ ^bi b^/ 

unb ba a, a^, a^/ . ♦ . eine ^armonifcje JJrogrefjion bitben ; fo i^* 

1 1 _ 1 1 _ 

«^ — _. — — — — — _i,. • ♦ ♦ ♦ ♦ 

a a| a| a^ 

alfo au(^:. 
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L — 1 — L _!.= 

b b^ bf b2 

unb mithin hitttn b, bt , b,, * • . eint ^«nttomfc^e 9rogreffton. 

12) 2)te treiben Viinttlilpilitn A,B eine« fremeglU 
t^en ^xtität4 ABC liegen flft« in )»ei feflen ®era« 
ben OX, OY unb bie Stic^tnngenber Seilen biefe« 
Tittiedt^ ^c^tti fttit bur($ brei fe^e^ in geraber 
iinie Itegenbe fünfte; man foll geigen: baf fii|^ bie 
SBinfelfpif^e C fitti auf einer burc^ O ge^enben (St* 
xabtn bef inbet. 

JHt ©(ei^ungen ber ®etaben AB, AC, BC in Oegief^ung auf 
OX, OY aU %xtn feien refp. : 

«X + ßy = 1, CD 
ax 4- ß'y = 1, (2) 
a'x + ßy = U (3) 
3)a AB unb AC ftc^ attf OX fd^neiben , fo mflffen bie ®Iei« 
(jungen (1) unb (2) ffit y = o benfelben SBert^ «en x geben, unb 
ba AB , BC fi^ auf OY fd;neiben , fo muffen (1) unb (S) für 
y = o benfelben ffiertf^. t)on x geten. gemer feien (h, k), (h', kO^ 
(h'^k'O bie brei Ranfte, buri|^ »el*e bie Oeraben (1), (2), (3) 
ftet^ gelten, unb bie ©(ei^yung ber ©eraben, n^ortn biefe fünfte 
I«gen, fei: 

mx -{- iiy = !♦ CO 

Da bie 55unfte Ch/kO. (h', k"). Ch",k) refp. CD ««b (4), 
(2) unb (4), C3) unb C4) gemeinft^aftlic^ finb, fo muffen biefe brei 
$aare t>on ©leic^ungen burc^ bie refp» Soorbinaten biefer fünfte 
flleic^geitig txf&tt »erben , unb man pat : 

CD — C4) • • . ♦ Ca — m) h + C/J — n) k =o, 
C2) — (4) ♦ ♦ . . Ca — m) h' -f Cß' — n) k' = o, 
(33 — C4) . . • . Ca' - ») h''^(ß - n) k''=:0, 
ttoraud erpcKet : bag bie ©rJgen a — m / ß — n), a' — m unb 
ß'-- 11 in einem eoiißanten SSer]^&ttm§ ju finanber fiepen, fo 
bof au(^ [Ca -. m) — (o/- m)] : [(ß ~ b) — Cß' — ii)] 

ein e n ft a n t e ^ Serffäftniß 4 ^i^ f ^^^ f ^^fl^^^ * 

ß^=17 - B • ^^^ 

Sur ben X)ttr(^f^nittöpunft C von (2) unb C3} mujfen biefe beiben 
©Teilungen gletd^getttg flattftnben, fo baß man j^at: 
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(2) — (3) ... (a - «0 X ~ Cß — ß') y =0, 
ober wegen (5) : 

Ax — By = o, 
weld^e^ bte ©leic^ung einer burc^ ben 9lnfang^punf I gej^enben ® t* 
r a b e n i^ , worauf fx6) bte @pt^e C immer beftnbet. 

13) SBenn awei 2) ret etf e ABC, A'B'C fo befi^affcn 
ftnb: baf bie 2)urd^rd^nttti$pun{te t)on AB unb A'B^ 
x>on BC unb B'C, t>on AC unb A'C in b er f elbe n 
@eraben liegen, )u jeigen: b a§ fid^ bie brei @e^ 
raben AA',BB', CC inbemfelben ?Junfu fd^neiben. 

14) aaSenn OX, OY, AB (gig. 41) brei fejie ®erabe 
f inb unb A'B' eine fic^? um ben ^unftP brej^enbe 
©erabe iü, ju a^^'8^^^* t)aß, wenn jietö OA' -f OB' 
= OA+OBi|l, ba^ SerHHnig B'P : B'A' c o n* 
Pant ijl. 

15) SBenn fid^ bie ©erabe DE (gig, 42) fo beti^egt, 
bag fieftet^jttber ©eiteBC be^ 2)reiede^ ABC ^ a« 
raUel ijl, ben Ort beö ?Junfte^ O ju finben. 

SSenn man AC, AB ju ben @oorbtnatenaren nimmt unb 
AC = a, BA==b fe^t, fo iji bie ®lei(f>ung ber ©eraben ßC: 

a b 

©eftt man ferner AE =3 x', AD == y', fo iji bie ©leid^ung 
ber ©eraben DE: 

X' ^ y' ' 

unb ba biefe beiben ©eraben parallel fein fotten; fo i^: 

y' b 

SBeiter f^nb bie ©leic^ungen ber ©eraben CD, BE refp. : 

- + ^=1 ^ 4. y =^1 ' 

a ^ y' ^ ' X' ^ b ^ ' 
unb ba biefe ©leid^ungen für ben 2)ur(|>fcfinitt«punft g l e i (|* 
aeitig ftattjtnbcn mujfen; fo erteilt man t>nx^ ©ubtraction ber 
legten oon ber erfien : 

bx' 

aaSegen 00 iji aber y' = -— , unb wenn man biefen SBert^ 
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in bic leCte Oleit^una fe^t unb bann butc^ — ; — 1 bitjibirt ; fo 

ergibt ft^ ettbli<|^ : 

b 

«oel^e^ bte ©lei^^ung bed gr owetrifcffen DtM M ^mfM O ifl. 
3)a bcrfelbctt fott>o^I burd^ x ta=5 o, y = o, ote burc^ x a» ~ 

y =Ä ^ flenfigt tt>trb ^ fo folgt : ia^ ber gcfucjte Ort nic^W anber« 

tjl, oW eine X>vix^ btc SBtnfcIfpi^e A unb burc^ bie 3Äftte ber 
Seite BC gc^cnbc ®erabe. 2)iefe aufgäbe iji tjeirweife bie U m^ 
le^rung von 2lufga6e 10. 

16) SBenn bie ©leti^^ungen y=:ax+b, y=a'x+b' 
aweier®craben gegeben f in b, bie Oleic^^ung be« 
geometrif^en Drte^ be^55unfte«P3ufinben, beffen 
atpänbc x)on biefen ©eraben in einem gegebenen 
fßtx^altni^St fielen* 

17) 2)ie ®Iei4>ung bet geraben Sinie au finben, 
meldte burcf^ bie beibenZ)ur($f(l^nitt^pttnfte ber®e^ 
raben: 

y + ax + b=:o, y+a'x+b' = o, (1) 

unb ber @er aben: 

y + mx -f n = o, y+m'x^-n' = ö, (2) 

fle^t. 

25te ®fei(|>ungen ber beiben ®eraben, welche refp. burtf^ bie 

J)ur^fc![>nitt^^)unfte ber ®etaben CD unb (2) gejen , ftnb hatf^ §• 29 : 
Cy+ax-f b)+ X(y+a'x-f bO «= o, (3) 
(y-hinx+n)4- X' (y-f-m'x+nO= o, C43 

unb bamit bie ®eraben (3), C4) in eine aufammenfaUen , muffen 

btc beiben legten ©lei^üngcn i b e n t i f d^ , b/ 1^. : 

y^^T^ ^ 1 + x y^^ T+F"''+1+3F' 

folgli* : 

a+Xa, _ m + X^m^ „ . b+Xb' n + XV ^-^ 

T+T =^ TTj^ """^ "irr = T+jT" ^^^ 

fein* Sluö ben Beiben ©leicf^ungen C5) ergeben ftd^ bie SBert^e ber 
»iafürlit^en SWultipIicatoren X, X', unb wenn man i^re SSBertpe in 
(3) unb C4) fegt ; fo crf^alt man bie gefuc^te ©leic^ung a»eimal. 
a»an fönnte auc^ juerjl ben Sur^^d^nitt^punft ber ©eraben (O, 
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fo ntne ben 9on (2) fu^en (§. 24), unb bann bte ®Iei(^una ber ®e« 
xobtn, weldje bnrt^ biefc beiben fünfte gejt. C§* 22). 

18) C^ iii ein fejlcr ?)unlt A (giß* 43) unb eine fc^e 
®erabe BC ßegeben; ferner ifl ber SBtnfer PAM 

AP AP' 

r=3 P'AM' =♦ . • • unb -^ »=« j^, ™ ♦ • • SKan fpU 

aeiften: baf ber Drt ber IJnnfte M| M', . . • eine ®e* 
r a b e i p. 

19) Spn einem feflen ^nnfte n^erben nad^ einer 
fejten ®eraben beliebig ^^ieleg er abeSinien fle|0' 
gen nnb alle in bemfelben SSerHHniffe a^i^tilt; 
man foH ben Dxt ber 2:^eilttttg«pttnf te fiuben* 

20) S)ur(^ einen innerhalb eineä äBinfeH fiege« 
benen $unf t eine @erabe ju {iej^en, tveld^e in biefm 
fünfte ^ aliix t wirb. 

S. 33. 

älnf berfelben geraben Üinie feien a' unb a ($ig. 44) 3»et 
fefle 55unfte, unb b, b' awei anbete 55unfte wn fol^er SBef^ffw' 
itit, baf: 

5:^ • 17b^ * "-^ 

ifl ; fo f^8^ ^^^ * ^i^f^ ^^^^ ^JJunf te bilben eine Mtntontf(|e 
ißxopextion, ober bie beiben fünfte b,b^ {inb in IBe^ug aufa 
unb a' |^armonif4^ eonjiugirt, kvobei übrigen« bieSibftänbe 
p f i t i ^ , ober ncQati^ {tnb , jiena^bem fte ifi bem einen, ober 
in beut anbern @inne genommen {tnb. £)f enbar liegt ber eine ^dx^ 
vsi^ni^d) conj[ugirte ^nnlt, i. SS, h, in bem 3nter\)aae aa^ toSff^ 
renb ber anbere b' außer^I^ beffelben liegt« S)enn wtnn tin 
SJunft auger^lb be« 3tttert>allc« liegt, fo l^aben feine beiben 
abflanbe einerlei 3et<]&en , unb folglich ip ber etitfpreijenbe Duo^ 
tient p f i t i » ; aber wenn btefer 5Junf t i n bem SnterJoatte liegt, 
f ^aben feine abflanbe entgegengefeftte 3ei^en, unb folgßj^ 
tfl ber entfprecipenbe Guotient negativ). Umgeleljirt, ba bie SÄeratio« 
(1) M(^ folgenberma^en gefiettt »erben lann ; 

ba ^ ba^ 

b'a • b'a' ~ ^' 
fo ftnb au^ a, a^ in Sejie^ung auf b, b' l^armonifd^ cenjugirt* 
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SSenn etn ^unft b gegeben tft , fo fami man tti^t feinen f^u 
monifi^ contugirten b' ftnben. 3>ann aie^t man bux^ a unb a' gtMi 
^arattetett am s= ab unb a'm' =a a^b, fo fc^neibet bte ® erabe mm' 
bte flegebene ©erobe te bem gefttcjten conJ[ug{rten ^JunWe b'. 
SSenn ber f^nnft b' gegeben to&xt, fo ni^e man an »ab' uab 
in entgegengefc^tem ©tnne a'a' t=» s'b', nnb aWbann U^immt nn' 
ben ^nnü b. 

pr bte ÜR i 1 1 e i )»on aa' »irb bte Stetation (1) : 

bi "ba* biF* 



bi : b'i =8 ai* ober 



b'i b^* bV* 



S. 34. 

SBetttt man trgenb einen i^unü (gtg. 45) ber dient mit ben 

»ter 5)ttttftett a^ a% b, b' buriJ^ bte ©eraben A, A'/B, B' t)erttn^ 

bef , fo ftnbet bie 9{eIation flatt : 

sin CA, B) 



• aiii (A';BO ^ ' ^^^ 



sin CA',B) 

»oBei Me in bem einen ©inne gejdl^Wen SBinfet aW })ofitiö unb 
bie in bcm entgegengefe^ten Sinne oW n e g a 1 1 » betrautet »erben. 
2)entt tt)cnn ba« \>on bem fünfte auf aa' gefdOte ?JerpenbifeI 
mit h bejci^net wirb, fo ^at man: 

K o a > ob ♦ sin (A, B) 

unb mtnn wan in bie SKtelation (1) fubßituirt; fo erholt man bie 
Sldaliott (2) , unb umgcfe^rt an« (2) ergibt ftd^ (1). JDte »ier 
®erabett A,A', B,B', wer^e 6traf>Ien j^eigen, bilben aWbann 
ein fogenannted ^armonifc^eö @tra$(enbuf(l^eU 

SWan f ann für eine Oerabe i^re Verlängerung feften^ 
toenn man ju gwei SSinfeln n abbirt; benn al^bann änbem jn^ei 
@inu6 ipv 3ei^en , unb bie Stelation (2) ftnbet nod^ ßatt. 3>ie 
tUx ®eraben fonnen folglid^ in bciben 3tid^tungen unbefiimmt t>er* 
Idngert gebac^^t n^erben. SSenn man bur^ bo^ parmonifd^e @tra]^ 
IenbÄf(!&et irgenb eine ©cfante iit^t , fo benimmt baffelbe auf biefer 
@eraben vier l^armonifc^e fünfte. SBenn bie ©efante au einer ber 
vier ©etaben C®tra|flcn) jjaraUel iji, fo entfernt ftd^ ber^Junft 

\)' in« nntnW^t ; ti wirb -^^ = l , ab «r — a'b unb ber 

a'b' 
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$unft b bie Wlittt «on aa^ SSenn }it>et conjiit^irte (Setabe B,B' 
ettten r e c^ t e n SBtnfel Hlben , fo ^aliixtn fie bte betben )»oti 

A unb A' gebitbeten SBinfcI. Senit al^bann iji cA,B') = -^ -f 

CA,B), CA',«') =.-J + (A'/B), unb bt'e SRelation (2) »üb: 

taiig CA, B) = — tang ( A', B), 

alfo: 

CA, B) = - (A^ B), 

unb mithin iji B eine ^albirungöUnie. *3 



^an fagt namüc^/ baß btci ®r5ßen ober 3a((en a, /}, y eine ^ a r« 
monifc^e ^ropottion bUben/ wenn man bat: 

a — ß : ß — r = a : 7, CiO 

b. b« wenn ftd? bie ^if erena an)ircben ber e r |l e n unb a w e 1 1 e n 
5abl ober @r5ße ju bcr swif*en ber atoeften nnb b ritten, 
wie bie e r (l e gut b r i 1 1 e n 9erb4(t. 2)ie a n> e f t e ^aiX ober 
®r5ße ß beißt badbarmonifc^essy^ittel atoir^en bec e r fl e n 
unb b r f 1 1 e n a, y. 

aiu6 CiO folöt: 

aß+ßy = 2 ay / (20 

alfo: 

« + r 

SBenn eine (Heibe oon ®r6fen ober S^bten a, ßf y, d,\ . ^ fo 
befcbaffen finb , baf ie b r e l aufeinanberfolgenbe eine b«tmonif<<>e 
?pro?)ortiott bilben, fo b^^ßt jene iKeibe eine barmonifcbe ^ro-: 
jeffion, unb b«t bie Sigenfcbaft : U^ tit reciprofen SBertbe 
fbrer ©lieber eine aritbm etifcbe Vtoarefflon bllben , unb ums 
gefebrt: tiit reciprofen SBertbe ber ©lieber einer aritbm es 
tlfcben ^rogreffton Mlben eine barmonif^e ^rogreffton. 
2)enn ftnb a'/ ß*, y't *'/•♦♦ bie ©lieber ber aritbmetifcben 
^roöreffioUf fo ijl: 

ß' — a' = y'- ß' = d' — y' =:: . . . . 

alfo : 

a' + y' = 2ß', ß' + d' = 2x'/ . . • . 
unD wenn man iebe biefer legten ©Iei<^ungen ref)>, burc^ Ht $ros 
buft ber btei barin »orf ommenben @r5f en, b. b. refp. burcb a' ß' y', 
ß' y' d'f ♦ . . bioibirt ; fo f ommt : 

j , -L-= A-. J L J_ — Ji^ 

ß*y' a'ß* a*f' yM' ß'y' ~ ß^^' ' ' *'* 

aßegen a = — -, ß= — -, y = _-, Ä = — -, ... b^t man alfo : 

a* ß' y' y I 

ßy ■+- aß = 2 ay , yd + ß7 = 2ß 5, . • • 
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Umqtttptt, wenn B tintn ber wn A uit» A' flcbilbctm Wn^ 
fei paau, fo ift B' bic J&albtrung^ liitte bw attbew « ütf r », 
unb bit beibm conjiKgtrlcir @eraben finb aufeinanber ff nf rect^t. 

f. 35. 
cnn man von etnem feßen 9^unfte I (gig. 46) 



iwft mftbte bttbea a, 0, r,8,,.. »egen (20 etne barmonifcbf 

f)coftref(l0R. 
<8>eiin alfo a/ ß, y, 8, . . . eiue Mrmonircte f^rcgreffion 

Mibe», fo bllbe» — , — , — , T"' * " • '^"^ «ritl^mctU 

fd)e^ unb fo(gU(b if(: 

a ß r r T **'"*^- 

«H^ (20 folgt ferner bnrcb SMfiott mit aßy: 

1,1 2 

. a 7 ß 

Serbitt ft(b nun (Jig. 44): 

abra'b = ab'ta'b' Ober aV.'a'b » ab^'ab, (V) 

fo Mtben bie brei£Enlen aV, aa'iinb ab efne barmotiffcbe Vro« 
Portion, weit man bie oorbergejenbe Proportion md^ loie folgt 
rcbreibon fanm 

ab' — aa' : aa' — ab = ab' : ab, 

unb man fagt au^ biefem ®rnnbe : bie ®erabe aa' «erbe in ben 
fünften b^b' barmoniTcbgetbeiit. 

tlmgefebrt wirb an(if blt @erabe bb' burcb bie Vunfte a,a' bar« 
mon{r<b get^eilt ; benn an^ ber Proportion (40 folgt : 

ab : a'b =c ab' : a'b' (5O 

loofär man feben fann: 

ab' — bb' 2 bb' — a'b' = ab' : a'b'. 

9ltt« ber ^Proportion (5') folgt ferner: ^ 

ab — a'b : ab 4- a'b : ab' — a'b' : ab' -f a'b' 

b. b.: 

2ib : 2ai = 2ai : 2 ib', 

alfo : _ 

ar 2= ib . ib'. (5') 

(^nbitcb folgt aai^ ber q)roportion (5') : 
ab . yb _ a b ~ a' b . ib 

aV a'b' ab' — a'b' ia ' 
f^fgtiib : _ _ 

51 . «H _ ÜL ^ it 

IV* " ?b'^ "^ Ta^ "* ib . iV * ib' ' 
Inbem man bie melation (60 beadjtet. 
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no(^ jt^ei fid^ in ft^netbenben ®etaben OX^ OY 
gtoei beriebise 6efanten IBA, IB'A' )ieH unbbie 
^VLx^^^nittipunttt B,A' unb A,B' bttt<^«erab( iU 
nten )>erbinbet; fo ifl ber geometrifc^e Ort bt« 
Z>nx6)^^nitiipVLnttti K ber Serbinbungtlttiien eine 
bttrcl^ geffenbe ®etabe« 

Stimmt man OX, OY au ben Sootbinatenareit, begeti^ttet bie 
(Soorbmaten bed fünfte« I mit Xi, yi bie dbfeiffen ber yunfte 
A, A' mit x',x" unb bie Ctbinaten ber fJunfte B^ B' mit y'/y''; 
fo ftnb bie ©leic^ungen ber ©eraben AB unb A'B' xtfp. ; 

x'^ y' x"^ y'' ' 

unb ba biefe ©eraben burc( ben f)unft I ober (x^, yi) ge^en; fo 
^at man bie fBebingung^gleic^ungen : 

2)ie ©leidi^ungen ber ©eraben B A^ AB' {tnb ferner : 

^77 + p'^ *'5;^ + yfi *=* i' C4) 

unb wenn man biefe (e^en ©leid^ungen aU ftmultane betrad^tet, fo 
finb X, y bie Soorbinaten be^ ^nx^\itnimpnnUt^ K^ Xmt^ @ub^ 
traftion ergibt ftc^ ani (4): 

unb ebenfo auä (3): 

X' — x^' —Zlzilü — 

toorau^ folgt : 

X X| 

t>tt Dxt Ui $unfte^ K iß alfo eine burd^ ben $(nfang4))unrt 
gefienbe ©erobe OK, toel^e alten fünften \)on Ol entfprid^t; 
unb umgefeffrt : aße fünfte bon OK geben benfetten Ort OL 2)te 
©erabe OK toirb bie $ o I a r e be« ^nlM 1 in Sit^iffw^ auf 
ba^ @y{lem ber beiben ©etoben OX, OY genannt» 
2)a man ^at: 

y. = sin (XOK) yi_^ «in (XOI ) 
X ^ sin (YOK) ' X. "^ sin (YOI)' 
fo toirb bie ©leid^ung (5) : 
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sin (X,K) 8in(XJ) 



- 1. 



sin (Y,KJ 8ln(YJ) 
Z>k Mbm &nai>tn Ol, OK ftnb alfo in 8eji0iiii0 auf OX, OY 
Mtmonifc^ conjittgitt. 

2)er funU H ift alfo in Sqte^ng auf A, B ber i^annontfi^ 
coniitgtrte 9on 1 ^ unb toenn man burc^ ben $unh I i»erf(|fiebene 
eefaslen AB bitvi^ ben SBtnfer XOI iit^t ; fp lann bie polare 
bf^ f^unttti 1 oU ber £)rt be^ ^ann#nif(|f coniMgtrten fünfte« t^on 
I in Sejttg anf bie beiben (Snbpunfte B, A {cbcr Sefante befrachtet 
»erben. 

Sin 69flem von loier unbegrenzten ®eraben ($tg. 47), »e(i^e 
ft^infed^« fünften fc^neiben, $eigl ein tooll^dnbige^ iBier« 
^ d ; beffen aßinrelfpi^en biefe 2)urc^fi$nittdpttnf te finb. SQ3enn man 
bie segenfiberliegenben 6pi^en paaxmiit burcf^ gerabe Linien 9er^ 
iinbet, fo erhalt man brei 3){agona{en A A', BB^ CC% n>ot)on jfebe 
i^t^ bie beiben anbern ^armonif^ getfieitt tt)irb ; benn na0 bem 
t'or^erge^enben @a$e bitben bie )>irr ®etaben MA, MB, MA' unb 
MC ein l^annonifc^e^ 6trafflenbüf((|el , unb mit^n bte )>ier fünfte 
A,A', N, P eine ^armonifc^e 9ro)>ortion. 

a^ lagt fU^ au^ leicht geigen , bag bie üRittelpunfte D, E, F 
^ bret ZHagenalen AA', BB', CC eine^ tooO^nbigen Sierecfe^ 
ittgeraber Sinle Hegen. S>enn nimmi man AC, AC ref p. ju 
*ttt ^tn ber x, y nnb fc^t AB « x% AC = x'\ AB' = y% 

AC = y''^ fo ftnb bie ffoorbinaten be« fünfte« E : y- , X 

unb bie be« SJunfte« F : |-, -|-* ©inb femer Xj^yi bie So* 
otbinaten bt< fünfte« A', fo ftnb bie be« ?Junfte« D offenbar ^, 

Y* ttm titttf 8« böoeifen , bag bie brei ^unlte Df E, F in g e* 

^ditx Sinie liegen , brandet man nur ju jeigcn , baß bie SB i n f e U 
ot)ei Slic^tung^coeffieienten ber beiben ®eroben, meiere 
einen bet brei fraglid^en ?)unfte D mit ben beiben anbern E, F 
^ttbinben ^ fl X e i (^ finb , unb folglii^ biefe beiben ®eraben aufam^ 

wenfaffen. 

Za bie btei fJunfte B, A', C tn gerabet ?inte liegen, fo 

JaJen bie Reiben ©eraben A'B, A'C gUi*ß SKc5>tung«eoefP^ 

«tttien : 

4* 
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yi — yi-y" 



Xi — X Xi ' 



ttttb ebenfo ^aben bte ® er oben A'C, A'B^ g(ei<^ 9tt4^tttng^corfft> 

cienten : 

yi ^ JLL^.y^. 



X| — X" X, 



2)ur(^ £){t>tfton folgt ani btefen beibm StefuHonen : 
xi — x^ _ yi — y' 



ober 



Xj — x" yi — y" ' 

iL ^ iL iL ^ ll 
2 2^ _ 2 2_ 

^ — ?! ^» ^* 

2 2 "2" 2 

Sie Reiben ©eraben DE, DF f^aben alfo gleid^ie SRiciptung^coeffi' 
cienten / faUen alfo in eine @erabe ^ufammen , unb mithin liegen 
bie brei fünfte D, E, F in g er aber Unit* 

§♦ 36- 

1) aOBenn ixoti ?Junfte A, B (gig. 47ä) gegeben finb , auf ber 
(geraben AB einen folc^en $unft 9f an finben , ba$ feine a^flanbe 
wn A, B ft(^ tt)ie m : n t>er^Iten* 

S)er 3(bfianb AM n^irb ale| pofiti)o, ober negatitDie-^ 
ixa^M , ienad^bem berfelbe in bem 6inne AB, ober in entgegen* 
gefegtem ©inne genommen ifl, unb ber Slbfianb BM a\i )>ofittt), 
ober n e g a 1 1 1) , icm^itm er in bem ®inne BA, ober in entgegen* 
gefegtem ©inne gejd^It wirb» SBenn alfo m unb n baffelbe3^i^ 
c^en l^aben, fo liegt ber ?Junft M in bem Onter^atte AB, unb 
wenn m, n entgegengefegte |>aben, fo liegt berfelbe auf ber 
aSerlfingerung »on AB, unb jwar auf ber ®tiH wn A, ober wn 

B, jienaciibem m ^ n ift. SDSenn x', y'; x", y'' bie Soorbinaten 
ber gegebenen ?Junftc A, B unb x, y bie bcd gefucf^ten ^unfted M 
bejeic^nen , f o pai man offenbar : 

X — x' : x'' — X = m : 11, 

y — y' : y'' — y =35 w : n , 
worauf folgt: 

X = ', , y = -= ; — =— , (C) 
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ut ^mit m sB=s n ifl; fo erfrdftmaitben 9Ritte(punft9on AB: 

X 2 ,y j — 

2) 3tt einer (SUm feien n ?JunfU A,B,C,D, . . • (gtg- 47b ) oter 

(xS yO/ (x'% y'O # - • (x(o),y(n)) ttiib n ®r6ßen m', m'% . . . 

min), tvctöfc bfefen fünften entfpredjen, gegeben. Huf bet We 

beiben erflen ^nntu A, B tjcrbtnbenben ©eraben AB nimmt man 

tintn f Dicken ^untt N, , baf bit Slbflänbe beffelben )>on benbeiben 

erflen ?Junf ten in bem gSerj^dltnijfe m" : m' Pej^en, bann auf ber 

@erobctt N^C, welche Nj mit bem britten gegebenen ?Junfte C »er* 

Mnbet, einen \ol^tn ^unft N,, ba§ feine »bflänbe \>on N^ unb 

teem tixitten flegefeenen ^nfteC in bem Ser^dltniffe m''' : (m^+m") 

^e^en , hierauf auf ber ®eraben N^D, welche N, mit bem toierten 

fitgebenen fünfte D t>erbinbet , einen folc^en 5)unft N, , bag feine 

abftdnbc ^on N, unb btefcm t>ierten fünfte D in bem SSer^dltniffe 

m'"' : Cm' 4-in''4-m"0 Pejcn, «♦ f* f* bi« ju bem legten ge^ 

geUnen fünfte* üJ^an fod bie 6oorbtnaten it€ legten Z^ti* 

l u ti a « t> u n f t e « fittben» 

SBenn bie Coorbtnaten ber fuccefftt>en Si^eitungöpunfte Nj, 
Na # N3 , . • . N refp. mit x^, Vi ; x^, y« * x,, yj ; ... ; x, y 
bciti^ntt »erben; fo ifl m^Jbtn gormeln (6): 

' ^* ~ m' + m" ' 

^^ ~ m' + m^ + m''* ~ m' + m" + m"' ' 

^ (m^4-m^^-fHi^^0xg.^m^^^V^^^ _m^x^m^V^.nn^^V^^+m^^^^x<^^^ 

^* ~ m'+m" + m'"-t-m"" m'^^m''+lä'''~+m'^^^ 

— »»^x^ + m^^x^^ + . . . + in^°^ xW 
~ m' + m"+. . . . +mcn) ' 

unb ebenfo : ^ (7) 

m^y^ + m^^y*^+ . . . -fmWyW 

m' + m"+ . . ♦ -f mi^n) 

$)ierau« Itejt man : ba§ bie Üagc be^ legt e ti a:^eilung«))unt 

te« t>0n ber Drbnung, in »eld^er man bie gegebenen ^unft^ 

nimmt , unab|>dngig ifl. ©iefer 5)unf t f ann ber STO i 1 1 ^ I p u n f t 

^er ben ®rö|en m',m";in'" . . . m(n) proportionalen 

Sfbflanbe genannt werben, nnb n^enn m' = m" = m"' =#• . • 

=e iiic»^ <l* ; fo erj^dtt man ben SW i 1 1 e I p u*n f t b e r m i 1 1^ 
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lern ni^&nie ober Cntfernungett, teffen SoorMttateii 

fJnb: 



X' + x" + x'" + . . . + x<») 

II 



f 



'« 



(8) 



$. 37. 

^nmtKbnni auf ta< 9tmdi. 

SScnn im b r e t fünfte A, B, C cgtg. 47c) gegeben ffnb, totl^t 
bie SBmf elfpi^en eined 2)reie(fe^ bitben ; fo (ann man auf b r e i ^^€x^ 
fd^tebene 9rtf n ^erfaf^ren. ^Jtan fann nämtiif^ juet^ ben Sfreitungd^ 
yunft A' bei ®tiu BC unb bann ben ^itttlvunU O auf AA' fu^ 
(^en , ober ben Xpetlungdpunft B' ber @ette CA unb batauf ben 
mtUipmU auf BB', pber h. JHx WtUtpnnU ber px^pox^ 
lionafen 9(b|l5nbe ifi atfo ber 2>ur^f(|mtt^punft ber bret ®eraben 
AAS BB', CC. SBenn m', m", m'" ble ben brei fünften A, 
B^ C entfpre(|enben ©rögen ftnb , fo »»erben bie bni fünfte A', 
B', C bur(]^ bie SRelationen : . 

BA' CA' CB' AB' AC BC 



bcfiimnit , worauf folgt : 

BA' . CB' . AC = BC • AB' . CA'. (9) 

Umge!ejrt , wenn bie brei ?Junf te A', B', C ber Stelation (9) 
geuÄgcn, fo fann man bie brei®r66en m', m", m'" flnben. 4>«t* 

auö folgt ; 

1) SSenn man auf ben brei Seiten tinti ^xtititi 
brei fünfte t>on folc^er Sefd^affen^eit nimmt, ba§ 
bad $robuft auä brei nid^t aneinanberliegenbe n 
@e{tenabf4^nittenbem$robufte ber brei anbern 
äbfcbnitte gleid^ ijl; fo burd^fc&nciben fid^ bie brei 
©jeraben, n>e((^e biefe fünfte mit ben.gegenftber« 
liegenben SSinfelfpi^en oerbinben, in bemfetben 
?Junfte. 

2) aBennm'=iii" = m'" i^, fo finbA^B^C bieSKitten 
ber IDreied^feiten ; folglich geM^ bie brei SRebianen 
eine^ 2)reie(f eö burd^ benfelben $unft, ml^ti ber 
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B^xotxpuntt Ui t>ttitdtt i|l. 2>te Soerbinatm biefc« ^tmh 

X 3 ^y 3 

. .3) Stcnn ni'= s, m''= b, m''' = c t|»,wo s,b, c Me bm 
eeiioi t)e^ Sretetfe« bebeitlen; fo ftnb bie ®erabeii AA^ BB', 0C< 
bie {^alttruiis^Iinien bei IStitM bei 3yxtitdt«. golglti^ 
fle^eit bie {>albitttng<ltn{ftt ber SSBinfel eine« 2)reu 
e(fe< bur^ beiifetbe|i ^mtft. 2)iefer ^^unft ift ber fRittet 
t^ttnfl be« in bad 2>feie(f befc^lenen ftreifet unb feine (Eooibi^ 
naten ftnb : 

*— Ä+.b+c '^ s + b+c • 

4) SBenn man aui ben 98infel{^i$en be« 2)reieife< $ e r )> e n^ 
bifef auf bie ©egenfeiten giefit, fo geben bie boburc^ entfle^enben 
ipnli^tn rec|^ttt>tn{(igen 2)reieife : 

a*BA' = c.BC', b.CB' = s.CA^ c.AC'=b.AB^ 
Wiau$ folgt : 

B A' . CB' . AC = BC • AB' . CA', 
unb mithin gef^en bie btei S^b^tn eine« Dreiecle« 
bur^ benfelben ^unft« 2)afrelbe Stefultat erffdit man, menn 
man ^egt : 

m'=acosBGosC, m"= b cos A cos C, m'"= c*cos AcosB; 
benn aWbann. ftnb AA', BB', CC bie J£) 6 ^ e n be« SDreiede«, 
unb bie Soorbinaten i^xti jl^nxd)\^nitiipnntM ftnb : 

ax ' cos B cos Ö 4- bx" cos A cos C + ex'" cos A cos B 
acosficosC-f'bcosA cosC-l- ccosAcosB ' 
_ ay' cosB cosC+ by"cosA cos 04* cy'" cos A cosB 
^ li cosB cos C 4* b cos A cos C+ c.cos A cos Q 

§• 38* ^ 

Swei gjunltc B', C ©ig* 48) fonnen wiaffitlt^ angenommen 

v»etbett »ttb ber brüte A' wirb inv^ bie (Serabe OA beflimmt« 

Die toiütüvU^t 2:ran«t)crfarc B'C trifft bie brittc Seite in bem 

Janftr A, , welcher ber Jarmonifc^ conjiugfrte t)on A' ifl (§. 35), 

fo baß ntart |iatr 

B A; , BA|^ ^ _ . 

CA' • CAi ' 
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wi mnn man in tie 9Idation.(9) fu^ilnirt: 

BAi • Cß' . AC = — BC, AB' . CA^ . (JQ) 
IXmQtU^xt, wenn btet fJunftc A^, B', C ber ®Ietcl^Jeit (10) ge^ 
nugen , fo liegen fte in berfelben ©eraben. 

Sfläenn man alfo auf ben brei Seiten tinti Sittu 
tdti brei fünfte )>on folc^er IBef ii^affen^eit nimmt, 
ba§ ba< $robuf t au^ brei nic^t aneinanberfloßenben 
@eiten{iücfen bem ^robufte aii^ ben bteianbern 
etftden glel(^ ifl, a&erein entgegengefe^te^ Sor« 
aeict^en Ifat; fo liegen biefe btet 9)unfte in geraber 
IM n i e. 

gbenfo liegen bie brei conjiugivten fJnnfte A| , B| , C, wn 
A^ B', C in gerttber ?inie, unb wenn man einen ^unft A% fo 
wie bie conjugirten fünfte B,, C. mit ben gegenfiberli^enben 
SBinfelfpi^en verbtnbet; fo i^ntiitn ftd^ bie Setbinbnng^Knien in 
bcmfclben ?Junf te. ferner liegen bie «Wittelpunfte wn A'A^ , B'B, , 
C'C, in geraber lUnie, b. ^. bie TOittetpunf te ber brei 
33iagonalen eine^ ^oollfldnbigen 93ie reäed liegen 
in berfelben ©eraben, »ie bereite früf^er bireft gegeigt i^ 
(«. 35). 

§. 39. 

9Ran lann auc^ leidet ben Ort ber fünfte finben, n^eld^e fo 
bef^^affen ftnb: baf bie ©umme ber ?Jrobuf te au^ben 
Ouabraten i^rer Entfernungen oon einer beliebt« 
gen anaaffl gegebener fünfte (x^ y')/ (x", y'O/ ♦ • . 
unb ebenfotJielen conflanten ®r5f en m% m'\ • • . , 
einer gegebenen ®ro§eKgleid^ iß. 

3)enn in re4)ttt>tnfligen Soorbinaten ifi bie ©leid^ung beö gc^ 
fucfiten £)rte^ : 

m' [(x-xOH(y-yO*] +m" [(x--x"P+(y-y"P] +-..=!£. 

ober : "* 

r m^m'V'+-.-|^ , r my+m'V+...i* ^ ,^,^^ 

I)er gefu^^te Ort iji alfo ein ^xtii, beffen «WitteliMinlt mit 
bem ber proportionalen Entfernungen aufammenfdOt* S33enn m'+m'' 
-f . . , =0 iji; fo iji ber Or4 eine ©erabe, 

SHJtnn man m' = m" = . . , =j 1 fegt, itnb ben ünfang«^ 
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pnnh tf r €<Hnrbmatefi in bot WUtlJfmtM bet mitirent -dntftv' 
nimften t>er(egt; fo tebitdrt {i^ bie <9Iet((ung (11) auf: 

x^ + y« = — (K — x'« - y'« — x''« - y"« - . . .). 

.Q3ejet($net man alfo mti D', D'^ . . « 2) bie QFntfernuiigeit 
itgenl) riiifd ^nfte^ (x, y) 9oit ben gegebenen fünften unb )>om 
Wntfpmftt i^xtx mitiltxn ftb^nit , unb mit A', A'\ . . « bte 
th^ixiU beö ftrei#tatftel)»unfte^ i^^n benf elben fünften ; fo ^at man : 

K = 2 . D« = 2 . d« + n 2)«. 

{)teraud ftel^t man: bag bie @umme ber Ouabrate betSntfer« 
nungen emed betoegli^^en ^unfted )>on ben ))erf(^iebenen fünften 
eine6 @9fiemed tin "Minimum tfl, menn biefer $unft mit bem 
^iiUVpvnatt ber mittlem (Entfernungen ^fammenfättt. 

IIU befonberer ^aU ergibt ft(^ au« bem SBorf^erge^enben ffir 
i^ejt jDrt ber fünfte , beren Slbftänbe 9on gtDei feflen ^nften a, a' 
[i^ roxi m i Vi loerf^alten, bie ©leicf^ung: 

iinCx-xO*+(y-yO*] ~ mn(x~x"P+(y--y"P]=o. 

^I^cilt man bie ©erabe na' im fünfte b in gkvci S^peile, tt)el(l^e 
ft(i& kvie m : u t^er^aüen unb fucbt ju.b ben. I^armonif (!^ conjiugir^en 
Tunft b'; fo i{i bb' ber Sur^meffer bedÄreifeö; »eld^er ben geo* 
tnetrifc^en Drt bilbet* 

f. 40. 

SBenn A', A", A'", . . . mehrere in berfetben ®eraben Ke* 
genbe fünfte unb x', x'', x'" • . . i^re aibfciffen in öegug auf 
ben ^unft I bcrfelben ©ctoben finb , fo nennt man ben aHittetpunlt 

ber ben ©rofen -^ , --, ^^^ , .... ^)ro|>ortionalen (fntfer^ 

^^ Ä. Ä 

nttugcn b^n TOittetpunf t ber Hrmonifc^en 3Witter jfener 
?5uttfte in ©ejie^ung auf L 3|l G biefer SWittelpunft , unb man 
jie^t au^ einem beCicbt^en fünfte M ber Sbene bie ©eraben MA% 
MA'^ . . . MI; Mi& unb eine JCranöoerfale , Yotli^t biefe in ben 
9ttnrten a^ a'', . . ♦ f^ g fcbneibet ; fo ijt g ber 5KitteIpurtft ber 
l^ärmonif^^cn UBittcI t>on a', a'% ... in Söcjie^ung auf 1. 

%. 41. 
fS«itn A', A", A'", k . , tttfl^tere in tevfctten Stcne l\t* 
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gmte.l^nttCfe, OX eint ht biefer ({bene liegenbc @erAbe unb j*f 
y", y"\ .... Wc rcd^t* ober f<!^teftt>m((igeit- Orbinat^ti t)^« A% 
A''^ A'", ... in Bejuft auf OX fnb; fo nennt man bcnüRitiel* 

111 

punft ber ben Otogen — j , -^, -777 , . • . proportionalen W)* 

y y y ' 

ftdnbeober C^ntfernuttgen ben Rittet punft ber ^armonifi^eii 
SBitter (6) ter gjuntte A', A", A''\ . . . in Sdtm auf OX. 
^an foQ nun bekoeifen : ba§ , totnn man ton irgenb einem $nntte 
M oon OX bie ©eraben MA% IttA'', MA"', . . . MX* MG gie^t, 
bad fo erf^altene @tra^(en(üf(bel biefelben CFigenfc^aften ^at, reit 
Hi in f. 30« 

ttebung^aufdaben. 

1) SDen Ort ber fünfte ber Sbene. ju pnben , wn welchen aü$ 
eine gegebene ®erabe unter einem gegebenen SBinfel erfcf^eint. 

2) 5Watt fott ben Ort beö fnntttt M flnben, befTen Slbjlänbe 
))on gtoei gegebenen fünften A, B in einem gegebenen 93er^dlfniffe 
m : u flehen. 

3) (Se ftnb OX, OY (gig. 48^) imi auf etnanber fenf rechte 
©trabe, nnb OAdB ijl tin wrdnberli^ed Stec^ted oon einem ge« 
gebenen Umfange 2a ; man f ofl geigen : ba§ baö aii6 ber Qdt C 
auf bie diagonale AB gefdttte ^Jerpenbifel CP flc« burc^ ben fejlen 
55unft y = a, X = a gc^t. 

4) 3Ran foQ ben Drt ber Wittelpunfte ber ifreife ftnben, weld^e 
^m gmei geg^ebenen fünften ani unter gegebenen SBinfetn er« 
fd^einen, 

5) Sen Ort ber SDJittelpunfte ber ftreife gu finben, rn^Ic^e gmei 
gegebene Äreife in biametral gegenüberliegenben fünften f^^neiben* 

6> 5Wan fott ben Ort ber 5Junf te jtnben , ' to^tcje fo befdbaffen 
finb , bag bie @umme ber Slbfidnbe eine^ (eben toon gkoti, ober, mef^^ 
rem ©eraben eine confiante ®roße fei. 

7) e^ iji ein Ärei« (gig. 48?) unb änt 6c|fne AB in bem* 
felben gegeben, burd^ beren einen Q^nbpunft B eine @efante gege^ 
gen Yoirb, toorauf man CM = CA nimmt; man fott ben geonie« 
trifd^en Ort beö jßmxttt^ M finben» 

8) S3Jel4)en Ort bcfc^reibt bie <Spi$e be« rechten ffiinfeW tintS 
recbtminfU'gen 2)retede^, toenn bie Snbpunfte ber ^^potenufe ftc^ 
auf gwei red^twinHigen Sren bewegeh ? 

9) SBtli^t^ ifl ber Ort ber fünfte von ber 9efc^afen^t: baß 
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Me (Snifttnun^ eiltet jfeten 9m Ut SSafit eiiM fl|lii^f<(ntll{0eii 
Drdeile^ bte mutiere ft^poxtioniit }to{fi^eii feinen dEnlfemungen 
9on Hn 64^enfeln te^ 3>reie(fc^ ifl? 

10) 3)en geometrif^en Ott bcr fünfte von folc^er Sefc^affen^ 
Mt ju ftnben, ba§ {»ei Sbfi^nitte berfeUen aeroben i^on üebem 
tiefer ^tttfte as^ «nter gletc^en Smfeln erfi^einen» . 

11) 2)en Dti Ut fHinfte i»on folc^er IBefi^ffen^eü ju ^nbe«, 
ba§ jt^ri gegd^ne J(reife 9on jlebem biefdr ^nfte aai unter g I e t^ 
<^eit Sinfftn erfc^etnen. 

12) 2)ur(^ einen $unlt A (Sig. 48e) eine6 Jhtife« a^^t man 
eine ^efante mib nimmt baranf eine SAnge AM wn foli^er 9e^ 
f^a^en^ett, ba§ AM « AB = k« ift; man foO ben Ort U8 Tttnf^ 
ted M ftnben. 

13) SSenn man inx^ einen fhtnft A (9tg. 48c) eine« Kreife« 
eine €fefante jie^t , unb barouf eine f a((^e ?dnge AM nimmt , ba§ 
^ verl^ärt AB : BM === p : q / ben Ort bte ^mlM M ju finben. 

14) 3)en Ort ber fünfte M wn fol^fer 9ef(|affen$eit ju ftnben, 
ba§ , ttcnn man {eben berfe(6en mit ben (fnbpunften gmeier gege^ 
(rner @eraben AB, CD t^er&inbet , bie 2>reieäe MAB, MCD fti^ 
^it ixoti gegebene Sängen )>tvpaUtn. 

15) Wicltfyt^ ift ber JDrt ber epi1}t ber Dreiede, bie bie ®runb« 
Unie unb bte S^ebiane einer ter beiben anbern Seiten gemeinfi^aft«* 
li^ paUn ? 

16) 3n einem Greife t>on bem Durd^mejfer AB C^iQ, 48d) 
^irb eine ©efante BCD gebogen unb CD =BC genommen, bann 
ker ?5unf t D mit bem SWittetpunfte , unb ber ?Junft C mit A 
verbunben; man foQ ben Ort be^ Dur(bf(^nittd)>unrted M ber Uu 
^en ®eraben AC, OD jinben» 

17) aSon einem beliebigen ?JunIte A (gig, 48«) ber SBerlan* 
gcrung bc« Dur^e|fer« eine« Äreife« toirb bie 2!angente AC, fo 
wie Me i&albirung«linte be« SBinfeW CAO gejogen ; man fott ben 
Crt be« ^JJunfte« M ftnben , tt>o ba« au« bem SWitterpunfte auf 
bie ^albirenbe AM gefaßte ^erpenbifel biefe trifft» 

18) 2)ur(^ einen ^mft O (gig. 480 bcr |)|^)yotettttfe BC eine« 
«t^ttüinfligen 2)reiecfe« ABC jtVf^t man eine beliebige SefanteDB 
unb befc^reibt bie betben ftreife OBE, OCD ; man foU ben Ort 
^^ ©urd^fct^nittpunftc« M btefer beiben Äreife finben* 

19) Son einem ^nfle A (gig» 48g) ik^t man gwei beliebige 
(^erabe AB, AM unter einem gegebenen SSinfel, verlängert 
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bie erftc ®tvft^€ fp totit, iH fie ei»« g eg eb enc ©orttbtCD f^^nei« 
bet unb nimmt cnblic^ ouf itx ixmttn einen §^unh M )DOtt fotc^er 
93ef(^affen j>eit, ba§ fic(> tjer^dft: 

AM ; AB = p : q4 
mcm foK ben Z)xt be^ f^uhfte^ M be^immen. 

20) !Z)en Dri be^ ^untM M ju ftnben > tum in ber t)ortgett 
Hufgabe an bie ©^eQe ber ©eraben CD ein Jlreid tritt; 

21) S3enn wn einem gegebenen ^nfte Sefonten an tintn 
gegebenen j^ret^ gejogen tt>erben, ben Drt ber ^Ritten bet in 
bem Greife liegenben Seltnen gu finben. 

22) 9Ran foU ben Drt ber ^nnfte wn folc^er ^ef^afen^eit 
finben r bnf bie gugpunfte ber t)on jiebem auf bie @eiten eined 2>rei^ 
erfe^ gefdttten ?)erpenbifel in geraber Cinie liegen. 

23) SQSenn in einem gegebenen Greife i^ig* 48h) auf bem i^alb^ 
meflfer OC ein @tu(f OM = bem ^erpenbifel CD genommen mrb, 
ben Drt be^ ^nnfM M au ftnben. (Sbenfo ben Drt beö ?Jttnfte« 
M jtt finben, wenn OM = OD genommen wirb. 

24) 96enn jur (Sonflruftion eined 93iere(fed ABCD nur bte 
brei Seiten AB, BC, CD unb bie 2>iagonaIe AC gegeben fnb, 
fo bag ba^ Sieretf unbefiimmt ifl, gu finben: 1) ben Ort bet 
»ierten SBinfelfpi^e D, 2) ben ber STOitte ber diagonale BD, 
unb 3) ben Ort ber "iDtittt ber ©eraben, weld^e bte Wütttn ber 
beiben Diagonalen verbtnbet. 



Conßrnction t)erfd)iebener (S^leidjnngen. 

§. 41. 

2)ie binomifd^e ©(eic^ung iieUt jwei ig^auptformen bar, n&tüidf: 

yn r= xra , xm yn = 1 ^ 

unb bei j[eber btefer gormen finb wieber gwei gätte gu nnterfc^eiben, 
nämltc^ wenn bie Srponenten m, u beibe ungerabe S^^^tn 
pnb, ober tt^tnn ber eine eine g er ab e unb ber anbere eine un^ 
8 « r a b e S^^l ifl. 3? e t b e (grponenten f önnen ni^t gc r a b e fein, 
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mit f^ fenfl kte ®(ej<^ung in ixcti ®(eic^ngcn nicbrige rer titaH 
{erlegen Ite^e. 

1) bei ber e r fi e n gorm : 

2qti 

y2qf 1 = x2pil Ober y = 1/ x2p+i 

€ntfpri(^t lebem reeffen Wittipt ))on x ein reeOer 3Bett^ wn y von 

bemfelien S^i^n. gär x = o tß oucf^ y = o , unb totnn man 

X fietii t)on X = o hit x = + od annehmen lä§t ; fo tvic^fl auc^ 

y ^e% t»on o 6id + oo, woburd^ man ben in bem ffitnfel YAX 

(^tg. 49) (iegenben unenblic^en Surfen jn»eig OA tx^tu SSknn 

{?(^ X ^ig ^on o bid ^ oo anbert, fo änbort fk^ y flettg 

t)Ott bt^ — OD ^ wcinx^ man ben in bem SBinfel YiOX^ Uo 

Senben euri^enjtveig OAi erhält. 2)ie Ranfte M, M| beten $lb« 

fciffen g(ei(^ unb entgegengefe^t {tnb, j^aben au4^ gfet4^e unb 

^ntgtitngtSti^tc £)rbinaten; bie 2>mecfe MOP, MiOPi flnb 

emanber gleid^, MOM, ifi eine g er ab e Sinie unb MO =M|0. 

3ebe bur^ ben anfang^))unft gegogene unb )tt beiben (Btittn bef« 

feKen ^loon ber <Sttrt)e begrenzte ©erabe wirb alfo in btefem fünfte 

in )t»ei gleite ZpHU getj^eilt , unb folglid^ ift ber atnfangdyunft 

ier Soorbinaten tin ^itttlpuntt ber (Surve, b. p. ein ^unft 

t^on fold^er S3ef(^affen^eit: ba^ {ebe bur(f^ benfelben ge{^enbe ®erabe 

bie (£ttrt>e in fünften f^neibet , xotlt^t paarmeife auf beiben Seiten 

beffelben liegen unb gleic^toeit wn bemfelben entfernt fuib* 

2) Set ber atoeiten gorm: 

H 

y2q = x2p+i ober y = ± l/x2pti 

Si(t jeber pofitit)e SBertl^ t)on x gmei gleiche unb entgegengefe^te 
®«rt^efftry, wd^renb negatit)en JBert^en »on x imaginäre 
ffiertpe tjon y erttfpret^en. 2)te ffur\)e bcße^t alfo au^ ben beiben 
3«>figen OA, OA^ (gig. 50), weld^e über ünb unter ber are 
*w X eine fymmctrift^^e l'age b^^ben ; fte pat feinen ^Junft jur 
?tnf e ti ber äre YY„ unb bic »re OX wirb Ui rec^twinfligen 
<Eoorbinaten tiac Sre ber 6tttt)e genanni. Ztmt. urter Site 
tintx (Surt>e ^oerße^^t man üb^rfiaupt üebe ©ecabe, weld^e bie Sur\)e 
^ti itoei fpmmetrifc^e X^tiU tiftilt, fo ba§ bie fünfte ber Sur^oe 
)>aan9eife ouf ^r^enbifeln auf ber %xe unb in gIei4ienJ[bft$nben 
^on biefet liegen. SBenn x oon o bi^ + od n)d4^ß, fo i»&^ am( 
y bem atfotuten fSerti^e nac^ »on o bi^ + od; bie beiben . Surfen« 
Jti^etge erf^recfert |f<^ affo auf ber ©ctte ber poptiioeux in^ Un* 



I 
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tntli^t ttnb entfernen fi(^ Mn itt %xt bet x n n e n b ( t (^ 
totiu 

3) aSenn: 

x2p+i y2q+i ^ 1 ober y = * 



2q+l 



V 



x2ptl 



ifir fo entf)>tif^t jiebem reellen SSert^e Don x ein teeffer SSertj^ r^en 
y mit bemfel^tt 3^i^^ 9 unb n)enn x «im o bi< + «> inntnmt^ 
fo nimmt y 9on + oo bi^ o ab, fo ba^ ber erfle Sori^enii^eig BCA 
(Sifi* 51} in bem SSintel YOX liegt* ffienn x Don o bi« — oo 
abnimmt, \t vmmi y «on — od bi4 o gn, nib ber an>eiie Snri^ftt^ 
jweig BiCiAi liegt in bem SBinfel Y^OXi* JDer «nfangiDttttfl 
O ber C^oorbinaten i{l ein SR i 1 1 e I )) u n f t ber (Suroe* jDie 9wc* 
tengweige CA, CB näf^rn fi(^ ben «ren OX, OY n n e n b I i (^ ; 
benn \t gt5f er x wirb, beßo Heiner I9irb y unb fann mit 
june^menbem x Heiner «werben, oW j[ebe gegebene, ober angebe 
bare, no^ fofleineOröfe — nnb »enny unenbli^ »cic^|l, fo 
stimmt xunenblid^ab. SDIan nennt aber {ebe ©erale , tüel(^ 
ft^ ein Surtjenaweig n n e n b l i d^ ober unbefd^rä-nft ndjcrt, 
eine a f 9 m >) t o t e beffelben ; folglich finb OX, OY reft). bie 
aifpmptoten t)ön CA,CB — unb ebenfo finb OXi, OYj 
Slfymptoten ber nnenblid^en (Fnrvenjweige C,A|, C,B|. 
4) SBenn: 

y2q x2p 1 1 = 1 Ober y = 



2q 



x2p+l 



V 

iP^ fo liegt bie ettrt>e gang auf ber rechten Q^u ber «reYiY 
(giß- 52), bie «xe ber x ifi eine «re ber Cur^e, unb YjY.OX 
finb Sfymptoten wn BCA, B^C^Ai» 

S* 42. 

(Sonflruction ber ©leid^ung ber ffonc^oibe: 
y = ± 5±f ]/a« - X«. (a) 

Ofeitbar i^ y nur für bie in){f^n — a unb + & liegenbeit 
9Bert$^ wn x reell, fo bag, toenn man burd^ bie in ber (Entfernung 
a vom Stnfangdpunf te O liegenben fJunfte A, D (gig. 53) 9arat» 
lelen aur 9lre ber y lit^i, bie Sur^e gan| an)if(l^en biefen ^arol« 
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(den Kegt. S>a ferner jieber ix»i\4fm — a unb + a Itegente 9Bm^ 

9on X («üei fltetcl^e unb entgegengefe^te SBetti^e 9011 y gibt, fo fblgt: 

bot bie (SuT^M aua iWH in 9eaie^ttag auf bie Sbre ber x fpniinetri« 

\iitn Zlftilcn htfkt^ # fo baf man nur einen berfelben , ttwa ben 

bem 3ei^^ + ctttfpcef^nben^ tu coaftruiren btaai^t. Sena x t)on 

• ^ü <f a auttimtnt , fo ainmit y 90a + od bi^ o ab, aab fblgli^ 

^ bir Sre ber y tiw tfpaiaiAott betf Sartoeaatoeige« BABi. t>ia^ 

^äi^ t>etf Sur €itifca ber Xie ber y Regcnben CarvenaMigc« ffob 

mehrere fS&tte a<^ «nlerfc|eiben : 

1) (Sd i^ a -< c. S8enn in btefem gaffe x wn bi« — a 
abnimmt , fo nimmt y 9on 00 bi^ o ab anb man erhält ben Sart)en« 
jweift EDEi CSifl- ö33. gär x = — c ijl y = 0, n^eld^e^ ben 
i f 1 i 1 1 c n ^ttiift C gibt , ber ati mit in ber ®(et^ung (a) enti* 
galten angefet^n tt>etbett muß. 

23 ffientt a = c ip, fo fdOt C mit D aufammen, unbe« gibt 
fernen ifoXirten ^unlt me^r (gig. 54). 

3) SBemi a > c ifl, anb x dnbert ft(^ »on Ui - c, fo nimmt 

y \>on + CD *i« o ab, »obnrcj man ben (iuTtJenj»eig EC (gig; 55) 

eti^att« SBenn x t>on *- c bid — a abnimmt, fo gt^ y vpn • 

aud uab n)irt> ivieber o, ol^ae in bem ^ntemUe aaenblic^ ja mer# 

ben , iDcIt^eiS ben Sogen CD gibt. 

S. 43. 

C(ni|lnKttM Irrt iMHibanf . 

Cy» + x«j« + 2c« Cy» - x«) = a* - c*. . *(/*) 
2)a fie nar ©lieber mit geraben ^Jotenjen )>on y entfiäft, fo gibt 
leber SBertl^ t^on x j » e i gleii^ anb entgegengefe^te SDäert^e t)on y ; 
unb folgti* ift X.X eine «re berßarije. Jla« bemfdtbea ®(unbe 
ifl Yj Y eine » r e ber <|ar»e. 2äc Sarw befielet alfo an« t)ier 
fllett^en SCf^eilen, toelc^e in ben öicr Soorbinatentoinfefn liegen, fo 
b«^ /e jtt^ei Ranfte berfelben auf einer burd^ ben «nfang^mirt ge* 
^eüben ©eraben anb in ^greitJ^cr QFntfcmung wn biefem $unfte 
Itegen. ®et flafang^punft ifi forgric^ tin 8»ttteH)an!t ber 

STuö ber Olei^ung Cm) folgt jttndd&fl: 

y« = -. (cHx«) ± V/a* + 4C' 

anb l^iettttt« , wenn man nur baö p f 1 1 i 1^ e Sti(^tn ber aaättrjer* 



'«X« 
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j|r(^ mmmt , totil ia6 negative hM imaQin&xt SSert^e> füx 

y giW : 

a»+x«+>Va4-f4cax« * 
2)a beiP ^tnntx tiefet Sn^btuded ffir y tiot^enbig ))o ft ttt> 

iß , fo (ann man bwon at^ftraj^itf n , unb ba. bie Mben ^actDren 
iti S^i^ti ni^t gsgleicf^ n e g a 1 1 1) f dn (finnen ; fo maf en ft^ 
btiU po^ii^ fein. £« tfl folglti^ : 

1) X« < a« + c» , d» ^ a« + cS 

< d* 

2) X« > e« — a« , e* = c« -- a« , 

> e». 
IRimmt man OA = OAi = d (gtg. 56^ 57 . . . .)i fo liegt 
bte (Iur\)e jwtfd^cn ben burc^ bte ?Junftt A,A, au ber ?re >€r y 
geaogenen ^araUelen. ^inpc^tltc^ ber aweftm ©ebingung pififfen 
mehrere ^allt unterfd^ieben werben. 

1) di ijl a > c. 3tt bicfcm gaOe wirb bte gWjeUe ©ebingung 
immer erfuQt (£$ änbert ftd^ alfo x ))on — d j6t« + d. SBemt 

xwn ii$ + d xit&^^, fo inbert fi4> y »on OB = V/a^-c« 

Kd b, ttJtb man pat eine gef^loffene (?nr»e (gtg. 56 unli 57). 

2) S« <p a '= c. 3n btcfem gatte -»erefBtftcn tt(^ We ieibcn 
fünfte B,B, in 0, unb man ^a* bte Suroe in gig. S6^ wel^ 
eine Sentni^cate tfl. 

3} QE^ ifl a < c. Sa biefem SoSe 4nbect fic^ x »on +e bid 
+ d unb »on -- e bi« — d ; unb wenn man OC = OCj = e 
nimmt ; fo etifiü man atoei gefd^loffette Surven (Sig. 59}. 

$.44. 
Sottßtuction ber ©leid^ung: 

y = X + 2_l/x» + 2x»— 5x— 6. 

IBennman gunfi(^ji bie ©etabc DD, (gia.60) confltuirt, be- 
ten ©reti^uns y = X ifl , fo crjaft majj bte irflenb einer «bfciffe 
OP entfpret^enben beiben fJuntte M,M, ber <Suri?e, wenn man auf 
ber ^Jarattcle aur Sie ber y »on bem fünfte I aai jwei U^tn : 



IM = IM, = l.l/x»+2x« - 

X2 ^ 



5x 



z= 1. 1 /(x+1) (x+3) (x - i) 
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nimmt. IDie &€t^H DD| , toel^e Ne )nr Sbre Ux y paroUefen 
Seines m ^rt gleite Zfftilt V^itt, ^d^t ein 2) urc^meff et 
6rr Sutoe. 

$. 45. 

Sonflrttction ber (SUtd^ung: 

V = -»^ l/x(x— t)(x-b) K ^ -. 

• - K — r-r f Ä>o ^ •> > <>• 

x-f- a 

2)tc Orbinate y i<l wn x = — a bi* x = — oo teeK ; ffir 

X = — a = OAj ifl y = OD, unb »enn x fic^j pon — a bicJ — cd 

(8«8* 6l)önbert ; f o nimmt y t)on + od M ju einem gewiffen SJkrt^e ab/ 

unb Q)ä((^f) bann lieber gegen + od, woburc^man ben (Iurt>enjn>eig 

EF6 erhält* Die »re ber x ip tint «xe ber 6ur»e. 

SBenn b > a ifl , fp ift y ioon x = o bid x = a reeff, unb 
ntün erjdit bic gefcbloffene eurt)e OA* 

ajon X = a bie x = b tfl y imaginfir, unb tpenn enb* 
M X »on b bi« + 00 toä^^, fo wäc^fi y von o bid + od, »oburcj^ 
man ben unenMiti^en gurvengweig BCD (gig. 61, 62 u* 63 j erj>dk. 
Senn b < a ifi, fp |at man gig. 63 n>ieber. 
aaSenn b = a ifl, fo fatten bie fünfte A,B jufammen (gig. 64). 

S* 46. 

T)it gegebene ©leic^ung, unb folglich i^re 6on|huclion/ n>irb 
oft burd^ tint Soorbinaten^manblung 9ereinfa(|t. d^ fei j. O. 
bie ©lei^ung : 

(4x + 3y — 3)« - 2ft(x + 7y - 7) = a 
ober : 

C4X + 3 (y -1))» - 25(x + 7 (y-1)) = a. 

*^ Seaufl auf re^ttt>inflige ären OX, OY ju confirutren , fo er* 
feilet auf ber eteife: bag ft^ biefe ßUiifymi auf: 

(4x + 3yO* — 25Cx + 7y,D = o 
xibMixt, wenn mM ben 2lnfang0punft auf ber 2lre ber y um bie 
Sauge OO^ = 1 t>erriiiit/ inbem bie Slren i^xt fxüfftxt 9ti4^tttttg 

beibe^ieix. 

yiimm^ ^^^ ^u^ w , ba§ ftd^ bie ntutn Slren um einen belie^ 
bi«en SSinf el « brejfen , fo bag O'X' unb OX ben gSinfel a mit 
einanber Ut^tn, unb man fubflituirt bie entf)>red^enbeu Xran^for* 
mation^formetn in bie legte ®tei(^ung; fo gef>t pe über in: 
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[(4cosa + 3sina)x' + (3 cos a — 4 sin a) y ']* 

— 25 [(cos a + 7 sin d) x' + (7 cos a •^sin a) y'] = o. 

92ttn fann man ben SBinfel a fo annej^men; ba^ ber Soeffi«' 

cient t)Ottx^ ober )^ony' in bcr erjien Älammcr «)erf^n)inbet, 

fo ba^ bie ©feidt^ung in ®e)ug auf x' obery' wm etßeu ®rabe 

n)irb» Saft man i»S. ben Soefftcienten 9on y' ))erf((minben, unb 

feät ju bem Snbe : 

3 

3 cos a — 4sin a = ober tang a =— ; 

4 

fo nimmt bie Oleid^ung fotgenbe gorm an: 

y/ _- x'» — x' = x' (X'« — 1) , 
welche {t(^ leidet conßruiren Iä§t. 

$• 47. 

SQBenn man bie ®leic|iung : 

y» — 3 axy + X* = o , 
xotK^t ba^ D e ^ c a r t e $' fd^e S ( i u m auöbrucf t , ä^nli^ hc^an^ 
belt , inbem man . bie Sljcen nm einen SBinfel t)on ib^ breitet ; fo 
gcpt fte in folgcnbe ü6er : 

3(x'4-aOy'*+Cx'— 3aOx'2 = o', vvo a' = -^ 

folglid^ : ^^ 

y' = q: x^l/ 3a^ - x^ 
^ 3(x'+a') 
unb bie entfpted^enbe Surtoe iß gig. 65« 

S. 48. 

e« fei: 

F(x, y, A,B, . . . H) = (1) 

bie allgemeine Oleic^ung einet Surt)engattung, wo A,B, . . . H 
wiKffirlid^e ^axamcUx »on bet SäJ^I n bebeuten unb bie airen aW 
r e d^ t n> i n f l i g «>orau^gefe$t ftnb ; fo fann man , flau biefe allge^ 
meine ©leic^ung ju conjiriiiren , fie aucrji t)ereinfad&en , inbem man 
fie auf beweglid&e Sren OX', OY' (gig. 27) beaiept. SOSerben biefe 
betveglici^en Slxen eJenfall* aW r e d^ t w i n f l i g angenommen , ftnb 
P/ q bie goorbinaten be^ Slnfang^punfte^ 0' unb ifl a betSaSinfel, 
midien OX' mit OX bilbet; fo wirb bie ®teie|>ung (1): 

f (X', y', A, B, . • • H, p, q, a) =: o. (2J 
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9lm tafftn fti^ ober tm Stflsemeineii jtvifc^en Un u faramr tcrn 
A; B, . . . H unb ben u anbern Parametern a, b, • . . e, p^ q, a 

immer n ffttlationtn aufßcKm, fo ba^ bie (SUi^nni (2) nur ned) 
bie n — 3 »tKffirltc^eit Parameter a, b, , , » e entt^aft* SSena 
}. S. bte ®(ei($^ung n Coefficienten enthalt , noeli^e %nnttionen ber 
toittfürIt(^en Parameter ftnb, fo ma(t)i man brei berfelben loerfcbmtn^ 
ben itnt) fe$t bte n — 3 übrigen gUt(^ a, b, . . . e , fo ba§ bte 
®lti^uni C2) in folgenbe ubergej^t : 

<p(x\ y\ SL, h, . . . e.) =: o, (3) 

»elc^e nur n — 3 totttfurlic^e Parameter tntlfait. 

Zit n urfprünglic^en Parameter A, B, . . . H ftnb alfo burcb 
bic n Parameter a^ h, . .. e, p; q, a crfeftt , tt>o\)on bie 3 festen 
P/ q, et, »elc^e fiä) auf bie »eweglid^ifeit ber 2Iren O'X', O'Y' be* 
Jtejen, nic^t expKcite in ber ®Iei(^ung (3) oorfommen. SQBenn bie 
aien O'X', O'Y' f efi Hegen, aber a, b, . • . e jiclf änbern, fo 
fliW bte ©leic^ung (3) alle Surfen bet ©attung nur in b e f o n* 
bern Sagen, weil bie bontit »erbunbene aenberung t)on p, q, a 
nur eine SSeränberung ber @urt)en in ijrer ßbene, aber feine gorm^ 
berdnberung berfelben bewirft. 

9)tan lann fogar bie 3(nja|^l ber in ber ®lei4ittng CO erplieite 
t)orfomnienben wiUfurlidE^en Parameter um 4 t^erminbern« Denn 
^enn bie beweglichen Slren nic^t wie ^ox^in einen conflanten, 
fonbern einen t>erdnberli(l^en SBinf et S- mit einanber fcilben, 
unb man in bie Olei^ung (1) für x, y bie SBert^e (§. 12): 

X = p +x' cos a^ y cos (^ 4" «)/ 

y 3= q 4-x' sfu (r+ y' sin (-0-+ «) 
W f unb enblidj^ bie «>ier ®röf en p, q, a, ^ fo beftimmt , baf 4 
(^^cfpieientett »erfc^winben ; fo er^tt man, wenn man bie n — 4 
^trn (Soeffteie^ten gleich a, b, . . • d fe^t , eine ®Ieid^ung : 

ij;(x',y', a, b, . • . a) = o, C4) 

^% nur n — 4 wiUfürlic^e Parameter enthält« 2)iefe ©leid^ung 
C4) btixät in IBeaug auf baffetbe $(xet^f9flem nic^t alle Suroen ber 
©attung au^ , wie bie Oleit^ung (3). ®ibt man bem SDSinfet & 
(inen gewiffen Sßert^ , conftruirt bie in ber ©leic^ung (4) entj^al« 
tetten (Surfen unb Id^t bann S^ ftd^ anbern ; fo wirb bie ^orm ber 
Würben geänbert/ 

©päter werben wir biefe Stebuction^metj^obe auf bie atigemeine 
©leic^ung be^ gweiten ®rabe^ mit gwei SBeränberli(^en anwcnben. 
2)ie erjie Slebuflion Wßt (tdj^ auf mehrere ?ltten bewerf petltgen, unb 

5* 
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t)te aSgemeinc ©lei^ung be^ imiitn ®tabti tDtrb entweber auf 
bie gotm: 

ober auf eine 'ber brei Somen : 

X* V^ X* v' 

■Ä5 + f^ = ^'i^-T; = *'y' = 2px 

aurädgeffi^rt. 2)ie s^^ette 9lebuctibn fitlftt ffir bte Sffipfe : 

X« + y« = aS 

unb für bte ^^ptxitl : 

xy = a^. 

Snwttttn lagt ftd^ bie ®Ui^mg ber Sur^oe nac^ fetner bet (et^ 
ben SJeranberltcl^en auflofen , ttnb ntan muf gn btefem 3)<>^e eine 
$fiIf^t>eränberH(l^e ann^enbem 3^ j. ^. bte ©(et^nng ge« 
geben : 

x*y* + (X« ~ 4) Cy - x)* = o, (1) 

unb man fe^t : 

xy = t(y — X), 

fo ergibt ftd^: 

X = ± ^^4 - tS C2) 

unb: 

tx _ tt.ytnt^ ^^^ 

2)te ©Wd^ung CO f«Än tt«n tttW^ fcffe 5ttt>eft (Slef^ttnaen (2) 
ttnt> (3) ^fe^t ia»«rt)»t, weviti t m «naO^ftglge iBttSAttltH^ )tt 
♦etTttii^ten tfl. Wur für Me gl»if#(tn — VÄ ttW + \f2 «tgett»** 
SBert^e von t ftht> x utt^ y tttUt Mvb x (Üt^m fttff »ort -^ ü ^ 
+ 2. SRtmtnt «lon forgK<^ OA = OAj = 2 (gt^. 66), fo liegt 
tfe (Surve gang gvotf^en ten (ut$ Ut $unf(t A nn« A| gn ^e¥ 
Hjre txc y Qti^^tn ^vciMm. fl&mix «ibn guttSid^fl )>a^ 3ii^n 
+ tiinwit , fo yat tftan : 

tx t ^^4=T* t ^t^ (t ^vfirt*^ 

' ~ t-x~ t-\/'Ä^rr* ~ t* + 1« - 4 ' 

unb wenn man bte SBurgeln ber ©fet^ung t* + 1' — 4 := o nrit 
t'*, t"» bcgeij^net; fo ijt: 
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7 = * ^4^1« (t+ ^r^ j . 

et« + t"«) (t« — t"»3 ' 
SSBenn ft4 t t^oii ^ v'S 6i« o Ankert^ fp wiclrft x t>on o hii 



»d# t)on o (M 3tt einem ge^^iffen SSert^e unb ittmmt bann toieber 
iii Jit ab ^ kppbwd^ mM ben eurt^ensweig OBA er|^äft. 

SSBcnn jtc^ t J^on o li€ + \/2 änbert^ fo nimmt x \)Ott + 2 
bi< Q ob ^ bie Drbmau (4) ifl tn bem 3nter)»aSe loon t = o bt< 
t == t' nrga ti« iinb inbert ft4^ 9on o lii — od, fo ba§ man 
ben nnenbliilfen 6iun)en3i9eig AC etH(K Son t = t' bi« t = + v^2 
<^ tit Crbinatt |» o f i t i 9 unb änberf fii^ wn + o> bt« o, fo baf 
man btn unenblt(|^en Surt>en)n^etg DO ttJfäiU 2)em Seiten — tnt* 
fpri^t ber {ur S t n f e n ber ftre ber y liegenbe Z^til bet (Euv^e, 
^t0en num fofott erj^dlt , xotnn man bemer!t : ba§ ber afnfang^« 
puntt ein Wlittctpuntt ber (Turte ifl. 

S. 50. 

€0nflcuctt0ti oüh Curom , »rren 6iH4ttiif tn in 90larc00rttnaten §t§thtn fM^. 

<5»)icpcIoibe (§. 9): 

p = 2^(1 7- cos &) = 4a sin * — ,• 

®enii «9- A^Dn o bi^ n mä^^ , fo mmmt ^ fletig von o bid 4a 
»,\(^^ man ben ear^n2S»eig OJWB (gig. 13} erfiatt^ unb toenn 
^^wno bU — n dnbert , f o bur^Iäuft ^ biefelben SSerij^e 
^ebn^ioi^ auMT, fo ba$ man einen ^wciun 6urt)en2n)e{g OSI|B 
^($ä(t, n>e{d^er gegen bie ^olaraxe tint f^mmetrifc^e Sage ^au 
^^ % fibci^pfifftg ^ gripere SS&erifie <tl« n sn geben, ba biefelben 
^^r/^e pojn ^ )^eripbif(^ n){eberfe|^i:en. 

gonflructiott ber 6urt)e (>=: f (/i^) / tt)o f (^) irgenb 
^'ne g[ttnclion 4irigoiion)etri(f^er Sinien be^ Sogen^ fi& bebeutet. 

' 2 TT 

ffieim ^ ^^ 9^n o bt^ ^^ anber< , fo dnbert {t(^ ^ i»on o bii 2n, 

vnk t0tnn •9- fid^ ^n — m — dnbert , f o dnbert fid& ^^ »on 27i 
^if 4iK / nalb (> nimmt «oiieber ibiefelben äSert|^e unb in becfelben Orb^ 



--Tö- 
nung tt)te guvor an, fo ta^ man einen ixoeiitn btm erflen gleid^en 
6urt)en2n)etQ erf^ält^ u. f. f. jDte (£urt>e befielt alfo au^ einer 

9Jci(^c glcid&er Unbulattoncn, wovon jebe einen SQSinfel 

untfagt, 

SQenn ^ ei|te g a n j e 3^^^ ^ ^ß unb ntan tl^eilt ben ^rei^^ 
umfang in m g l e i (^ e Z^tHe, fo umfaßt jiebe Unbulation t>en SQSinfel 

Ott 

— unb bie (m+l)te UnbuIaHon fätttmit ber er ß e n {ufammen, u. f, L 

SBenn ^ ein nid|>t rebucirbarer ©rud& — iji, unb ber Äreiö^ 

umfang wirb lieber in m gleicf^ SE^eile getj^eilt; fo um^a^t jebe 
Unbulation n foldj^er ^|^et(e. klimmt man immer ben iiten Xptis 
lung^punft nac^ ber Steifte , fo werben nad^ n Umlaufen aOe S^f^t^ 
tung^))unfte burc^Iaufen unb nac^ m Unbulattonen fommt man xoit^ 
bcr auf ben Sluögangöpunf t. 

SäUgcmein : k Unbulationen umfaffen einen SBSinlel i>ber Sogen = 

2kjr k k 

■ = — . 271» SSenn alfo itt incommenfurabcl ift, fofann — 

leine ganje 3ai^I fein , man fommt ntemalö- auf ben Su^gangöpttuft 
jurücf; unb bte Unbulationen folgen in unenblid^er Slngal^Iauf 
eiuanbcr. @ö fei 3. IB.: 

Q z= a + cos — , 

wo II unb 5 prim unter fi^ pnb. 

1) 3fl a > 1 / fo K^ßt Q awifc^en a+ 1 unb a — 1, unb wenn 
man mit ben ^albmeffern Oa=a - 1, OA = a+1 (gtg.67) um ben |5ol 
gwei Greife befc^reibt ; fo liegt bie (Eurt)e jwifc^en biefen Äreifen* 
2)ie i>oUe Surve entfprid^t n = l unb bie ^)unf tirte entfprti^t n=2* 

2) SJBenn a = 1 ijl , fo variirt (> im\^en unb 2 , uiib ber 
innere trci^ rebucirt fi^ auf ben 3Jol O (gig» 68). 

3) 3fl a < 1 unb 11 = 1/ fo ))erf(^winbet q fftr einen SBettj^ 

a t)on ^ , ber f le i n e r aU ^ ifl, fo ^aß man »on ^ = o bi^ 

5 

^ := a ben ©urvengwetg ABO (gig. 69) erhält* »on & = a 

bi^^ r:=-^ änbert ftcb q x>m bi^ — (1 — a) unb man erl^dft 


ben ftetnen 3wetg oba. 3Jon ^ = ^ bi« ^ = -^ + a Mriirt q 
»on 1 — a biö o, voeXije^ ben ^xoei^ oca gibt. — Snb(i4^ wn 
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2n 



Snxig OC'A' QiU, Sie Unbulatton t'fl alfo ^ier AB bac OCA'. 

$. 51. 

f 

1) ©^ fei y = sin x^ fo erl^filt man , wenn x ft^ »on o Md 
271 dnbert, eine au^ awei flleic^en Steilen OAI, IBO' (gtg. 70) 
(eße^enbe erfte Unbulation OAIBO', welche ftc^ t>on 2?! bid 47i, 9on 
An M Gtt . . . wieberj^oW. 

2) ©^ fei y = tang x, fo erffätt man, »enn x ft(^ ))on — 
iL M^+ -J atibert, einen er^en 3»eig AOB (gig.Tl), we%r 

ft($ pptt X = -^ tt^ X = -^ , ♦ . • wieberj^olt ; fo bag bie (inxu 

qlvl^ unenblicl^ t)ielcn gleic^ien Sw^ig^n bePefft, »o^oon jebcr ein 3n' 
ter^att = it umfaßt. 

3) @^ fei cos y = m — cosx, wo m pofitiJO tjl unbjtpt^ 

fc^en 1 unb 2 liegt. 2)a cos y < 1 fein muß; fo mug cos x > m —1 

fein. (£ö fei a ber f leinfie Sogen ober Sffiinfel, beffen SojJnu^ 

= m — 1 ifi. SBenn x ftc^ t>on — a bi^ o nnb \)on o bi^ -f a 

onbert f f o änbert fi(^> y t>on o bi^ a unb t)on a bi^ o , ober \)on 

bi^ — a unb t)on — a bi^ o, fo baß man um ben anfangö>)unft 

eine gefc^^Ioffene Suroe erl;dlt* ©eftt man ferner 2k7r+x', 2k'7r+y' 

refp. für x, y, b. b- verlegt man ben Slnfangöpunft in einen ?5unft 

0', bejfen Soorbinaten 2k7i, 2k'7t finb; fo wirb bie gegebene ®Iei^ 

(^ung md^t gednbert, unb man erbalt um ben ^unft O' biefelbe 

ftcf^Ioffene Surt)e , xoxt um 0. Siefft man alfo in bem gegenfei^ 

tijen abflanbe In ^rattrten gu ben Slren ber x unb ber y, fo 

lautt xci^n jeben 2)ur(i^f(^nitt^punft berfelben ju bem neuen Slnfang^^ 

punfte O' nei^men, unb man erl^dlt um jieben biefelbe gefc^loffene 

Surt)e CS*ß^ "^2). aßenn m = 2 iji, fo rcbuciren ftdS^ biefe Sur^ 

t^en auf ?5unfte. • 

4) ßö fei siny = msiiix, wo m pofiti)) unb < 1 iji. 
3fl a ber fleinfle SBinfel ober ©ogen, beffen ©inu^ =m ip, unb 

X änbert ft(b t>on o bi« -^ ' ^^" T *^^ ^ ' ^^" ^ ^^^ Y ' ^^" T^ 
biö 2jr ; fo anbert fI(Jb y eincrfeitö von o biö a, von a iU o, x)ott 
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o M — a , t>Dn — a bid o , unb anbererfettd t)OE n btt « — <v 
»on 71 — a bi^ 71, \)on tt biÄ 7i+a, t>on 7i+a bW a, fo ba^'man 
bte kiteH HtAalaH^nett OAIBO', CDBPC CStg* 73) erraff, n>tf(^ 
{t(^ linc^i ber 9re ber x unauf^5rlt(^ wteberj^olen. — Sßenn man gu 
y bte @r&§c 2k n abbitt , fo lotrb bie ©letcbung ni(!^t geanber^ 
unb bie betben 6urt)eii 00^, CC' »ieberffoleti ftc^ folglich unauf^ 
l^drlu^ über uttb unter XX i« 

$. 52. 

t>ai bt^^er )ur Unferfu^ung einer duxu angewosbu Ser^ 
fahren beflanb barin : ba§ man eint ber beiben Soorbinaten, j* S* 
Uc tftfciff^ X/ aW urfprun glitte ober unabhängige SJer^ 
finberl«(ib€ mb bte anbope, bie Ordinate y, all eine burd^ bte fit^ 
gebene ©lei^fung ber @ur\)e beßimmte Function ber Slbfciffe x 
betrautet, unb untetfu^^t, für welche SSerl^ t>on x bie Orbinate 
y reell tfl , tooburc^ man bie Slngai^l unb ®ren}en ber Curwu* 
)n>etge erhält. Unlerfud^t man al^bann bte Seränberungen ber Dr^ 
binate y iwifc^en ben gefunbenen ©rengen, fo befommt man eine 
ctjie , iib(^ fe|it ünboBf ommene Slijje ber (?urbe ; benn bie genaue 
gorm ber Surve, i^H SWit^tung unb Ärömmung in jiebem ?5unf te, 7C^ it* 
jbirtben no$ ju beflimmen , foottrrt n>tt un^ in ben näc^flen Jtapiteln 
btfcl^afiigett wbKett- 

S« 53. 

WIM foQ fotgcnbe (^ur)>en conftruiren : 
13 bie eiffoibe: y« (2r-x) - x» = o, (gtg» U), 

2) ^alc^I« ©#ueiIenUfiie: ^ «= 2r<H)s^±a, (gtg* 12), 

3) x^ ^ t^ tx* + y*) = o ober q = — '^-^ , (gtg. 11), 

4) (x* + y«3» — l^x'y* = o ober p = -^ sin 2^, 

5) (X + y) [X« + y^ + a Cx + y)] -- a.xy = o. SieÄi^cii 
um Ab^ gebreitet. 

6) y = X ± Yi+ ^f 



x^ X 
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^^^ y*= ^^ b' > (Sifl. 74), 

12) y»= *^;7— *r ' ^**8- ^^^ 

i3) p = a c«s ^ + b, b > a, (gtg. T6), 

M) 9 = a sin 3* , (gi^. 77), 

!&;) 9 == a Csi" 2* — sin *) = a sin * (2 co« a— 1), (gig. 78), 

17) p == a Ctang * — 1) , (gtg. 66), 

*8^ e = irili ' CSi«. 81), 

19) x*-axay + by» ä •, (^tg. 82), 

20) X«— 2ay»— 3a»y« ~ 2a»x»+a« = o. Cgi«. 83), 

21) X*- x«y»— 6ax»y + a«y« = o, (gtg. 84), 

22) X* + bx« - a»y« = o , <gtfl. 85), 

23) cby — ex)« = Cx - a)», (gift. 86), 

24) X* — ax^y — axy» + a«y» = o , (gig. 87), 
25} a*y* — 2abx«y — x» = o, (gig. 8Ö), 

26) ys + ax* — b«xy« == o , (gtft, 89), 

27) Cy - c)« «= (X - a)6 (I - b) , a > b , Cgij. flO), 

28) xy« + 2aay — X» = , (Stg. 80). 

29) xy = a Cx + y), 

30) v/^y ± v^x = \/a, 

31) y = sin X ± cos x , 

32) j « arc. ete (1 — x) , 

33) y s= arc. iteng (a + x) , 

34) y = (la^K)» , 

35) y = ecosx , 

36) p = a sec * — b , 

37) p = a (1 + «OS &^, 

38) (> = a cos-* , 

39) p = atang*, 

40) p =x a (oos * -^ si« *) , 
4j[^ ^ =sr asiit 2{*, 
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42) p = » (1 +2 8iu I ^) , 

43) p = asec*, 

44) p = a sec ». taug» *. 

45) x»y — aby + a«x = o, (gig. 93), 

46) y* -f 2x'»y> +x* — 4rf>» — 4ax«y4-8a'y«-8a»y = o, 

47) X* — 2ax» \/2 + 2 a» x« - ay» - a'y« =0, (gig. 95), 

48) y*- 6ay»+14a'»y« - I6a'»y-x* + 4a»x« \/2=o, (gtfl. 06), 

49) X* - 2 a»x» — .4 ay» + »* = o , (gig. 97) , 

50) y* — 4ay» - Sa'y* + 4x* — 8a« v''2x« + 8a* = o, 

(gig. 98), 

51) X* — 2ax«y - 2a»y«+ ay»+ y* = o, (gig. 91), 
62) y* - axy2 + x* = o , (gtg. 92). 



Sänfte^ ^a^ittU 

^an^tnttn im |lar(i(l(lco0TtitttittMif9|l(m(. 

$. 54. 

SBenn man eine ©efante MM' (gt8.99 unb 100) einer (Euxi>e AB 
jic^ \xm bcn ^mtt M fo treffen lagt, bag jtd^ ter f)unft M' bem ?5un!t M 
u tt e n b H d^ nähert ; fo^ nafytxt fi«^ bicfe ©efanle einer ©renjlage 
MT, weld^iebie Tangente bereurt>e im fünfte M genannt wirb. 

(Si feien x, y bi< Soorbinaten be^ ?)unfteö M unb x' =x+ h, 
y' = y + k bie be^ ^untM M', fo iji bie ©leicfeung ber ®e^ 
fante MM' : 

Y-y=^^ (X-X)=:| (X«x), 

wo X, Y bie laufenben (üerdnbetlii^en} Soorbinaten ie* 
beuten. Sffienn fic^ nun ber ?Junft M' bem ^unfteM unenbli^ 

ober unbef(|iränft nd^ert , fo nähern [x^ h unb k gteiclijeitifl 

k 

unbef4iranft ber ©renjc 31 nU, unb ba^ Serl^dltnfg -r- nd* 

l^ert ftcf^ unbefc^rdnft einer gewiffen Orenje I; folglicf^ wirb bie 
©leid^ung ber $:angente im fünfte (x, y) ber Sur\)e 2 

Y - y == I. CX - X). 
2:angente im $lnfango)>unfte. — ©ef^tbieSur^Deburd^ 
ben Slnfong^punft (gtg. 101) ber Soorbinaten unb ifi M tin 
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itna^iaxiet ^untt Ux dm^t, btfftn CFoorbtnattn x,j ftnfc; foifl 
t)te ®kid)unQ tcv @efante OM : 

Y = ^ X, 

X 

unb bie ®Iei(^ung ter Zan^tnit OT tm Bnfottg^punfte wirb et<* 
galten ^ menn man bte ©renge 9on ^ fuc^t ^ titbem ftc^ ber $ttnft 
M bem Snfang^punfte O mU\(fyx&nU ni^txt. 

«eifpicC 1. e« fei yn = xm , fo ijl ^ =3 X IT , unb 
unb totnn x gegen 9luU coMtxQixt ; fo convergtrt hat ^tx^iltni^ 

— flcgen o, ober gegen oo, jenac^bem m > n ift. 3m erjien gotte 

ifi bie are ber x unb im |tt)eifen Jatte bie ber y eine Tangente 
ber (Süxw im ainfang^punfte ber Coorbittaten. 

Seif »>iel 2. gö fei y = sin x, fo ifl bie ©renje t)on 
^ = ©renje t)on ^ = 1 , wofür wir ber Äfirje wegen immer 

X X 

V sin X 

fe^enwoffen: ®r. ^ = ®r. -; unb folglid^ ^albirt bie 

Tangente OT CSig- 70) im Snfang^punfte ben SBinfel ber Sren* 

Sa ferner ^^^^ < 1 i^f fo folgt: ba§ bie Suroc OA awifc^en 

ber SCangente unb ber Sxe ber x liegt» Um bie SCangente im ^Junfte 
1' gu tx^altm, t)erlegt man ben Slnfang^punft nad^I, b. ff. 
man f e^t » + x' ^att x in bie ®Ieid[>ung ber (Sutoc, woburd^ man 
erhalt : 

y = sin (u+xO = — sin x', ®r. ^^ = — 1/ 

ttttb folglit^ ift bie {)albitung41inie IT eine Tangente in I^ 
©cif piel 3. (S^ fei y = tang x, fo iji: 

X X 

unb folglich tp bie J^atbirungölinie OT (gfg* 71) wieber bie JCan* 
gente ber @uriDe im Slnfang^punfte. 6o lange x jwif^en o unb 

— liegt , ift bcfanutlic^ -l"^— > 1 ^ unb folglicb liegt ber Surioen^ 
2 X 

jweig O A über ber Tangente , alfo in bem von ber 2:angente unb 
ter 2tre ber y gcbilbeten SBinfel. 
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9eif1ii(I4> <l^<$ fei «in y => w s{ii x . fo ift : 
sin y y sin x ^ v 

y X X X 

9eif)>te(5. $«fet: 

(ya + «•)» + 2a« Cy« - X») = o , 

9i(t mit x' ^ipi^trl : 

3undc^ß firfrt man, b<i# X < l t(l, bem abfoluten SBert^e 

n^^ mi nKttn x, y gkic^ttig fiegcn StuO comoergirtn ; fo ver^ 
fc^wtnbet ba^ erfte ®Iteb ber @{et(^uttg: ttnb man {^at: 

f @r.. XV— 1 = 0, alfo ®r. ^ = + 1- 

Q^« gibt alfo itoti ZantfnHn tt O (Sig. 58), n&xnü^ bte beibc« 
^atbirJtng^iaien ber (iwxiinaitntoitdtl ; unb in ber X^at g^n ]wei 
Curt)ensii>eige bur4^ ben !(nfang^punft O. Da ferner bem a(fo^ 

luten aSertj^e nac| -^ < 1 ifl , f o liegen bte beiben 6urveniW# 

IHHfc^eit bev 2:angente unb ber 9re ber x* 

§. 55. 

tangenlr in niim btiUbt^tn yunku M (üg. 99 u. 100) ^rt Curoe. 

Die (9[ei4iung ber (Sur^e fei {unac^fl : 

fo pat man , ba bie fünfte M, M^ auf ber Surt)e liegen, unb mtl' 
l^in ijre Soorbinatenx,yl; x' = x4-h, y' = y+k ber ®rei(^ttng 
M genügen müffm: 

y ^ f(i^), y'= f(xO ^er y + k = f(x+h), 

folglich : 

unb ed fommt nun barauf an: 

x^--x x' — X h h 

)u ftnben. 

92a(^ bem Stnf^ange ifi aber aOgemein: 
IV h 
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Y - y =s f (X} (X - X). 

Set9tetfiung^# ober 9It<^tutid«cO€fftcif ttt 1 bf r ^Tatt» 
flente in irgenb einem fünfte ber (fntDe y ä f (x) i^ Mfe 111^16 
anbcrt, oW bie Sllbleituiig f'(x) bon f(x). 

»effpiel-— (5«feiy=/(x)^x»-x, f ijJ f'Cx) = 3x« - 1 ; 
olfo für bett attfartßöpunft I :t= — 1 , unb für bfr $uttfte A, Aj 
(dia- i02), wo bic dnxvt bie »re ber x fc^neibet ,1 = 2. 

S* 56. 

Senn bie ©leii^uns ber (Iiirt>e von ber ^ornt ifl : 
f(x, y) = o, 

b. 1^. unentyoi(fe(t;fo fommt ti toteber barauf an , auö ber^ 

k 
fetten ben SBertJ »pn ®r. ^ ab|uleilen. 

iSrfie ftRet^obe. — 9ta(^ Eingang ; Formel (33) ^a( m(tn : 

folglich ifl bie ©lei^ung ber JCmtgeHte: 

ober: 

(X - x) f 'x (X, y) + (Y--y) f V (x, y) = o, 

3 n> e i t e SR e t ^ b e. — S)te ©Iti^wng ter Gefönte MM' iß 

bon ber S^rm: 

Y-y = I,(X-.x), (1) 

unb bie genteinf^aftli^en Slufiöfungen ber ftmuUüntn (Steigungen (1) 

unb: 

f(X, Y)«o, <2) 

gelm bic <SoDrbinaten itt jDtte^((iiifM))unfic ber Qtfantr wtU fefr 

SttiDc. 3ebe a«« i^er Setünbung biefet betbcn €l(i(|mtgen ent^ 

f))ritigenbe <SIei^ng gemattet über bitfelbm fltifi^imgen, «tnb imm 

man ben au^ ber ©lei^ung (1) abgeleiteten ®tt^ ora Y in (2) 

fe^t ; fo erhält ntan lit <9Ietc^g mit X i 

f(X, y4-l, (X^x))t«o, (3) 

beren SBurjeln , n^orunfer ft(|^ oit^ x unb x' beftnben , bie Wbfctffctt 

ber fragli^en jDnrd^fc^nitt^^mnfte ftnb , fo ba§ ber erfle Z^tü ttt 

©Ui^nm (.3) ben 8*ctor (X - x) (X — x') entjfdit» Cfigt man 

nun bie @efante f^ um ben ^mU M bre^en, fo änbert ftd^ I| 



CA) 
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fo , baf bte fflurjd x' «eflcn x conttcrgirt , nnb btx erfte Z^til bcr 
©lei^ung (3) Den gactor (X — x)« cnt^U; b. (>. ber ber Jaiu 
gente entfprec^cnbc SSJert^ I t>on I, i|i fo bcfc^affen , baf bie ®lei^ 
d^ttttg (3) bie b ») ») c It c aBurjcI x f^at* 

2>iefe ©ebutgung til jur ©eflimmuHg. )oon I (»inrcic^nb, «nb 
Wirb er|iartcn, tt>enn matt auibxüdt, baß x bic »biet tun g be^ 
erflen SCJ^cile« bcr ©Icid^ung (3) ^ c r f ^ w i n b e n ma^t. Diefe 
Sbtettung ifi aber : 

l'x (X, Y) + I . f'Y (X, Y), 
unb ba biefelbe fftr x t)erfdS>tt)inben muß; fo pat man bie 
©letdl^ung : 

fx (X, y) + I . f'y Cx, y) = , 
n^oraud folgt : 

I = _ f'x(x, y) 



tpxt wx^in. 



f 'y (X, y) ' 
S. 57. 

. Hlormalr, 



©ie im 93erfi^rungöpun!te auf ber Sangen te erriefe tete fenf^ 
retljite Oerabe wirb bie 91 o r m a I e ber 6urt)e genannt, ffienn bie 
Coorbinaten r e (^ t w i n f l i g ti«b , f o iji bie ® leid^ung ber 9?o^ 
male: 



ober 



y=.^Zi^(X-x). 

f 'x (X, y) 



X — 



_ Y - y 

f'x Cx, y) f y Cx, yy 

©ubtangente unb ©abnormale nennt man ferner bie 
etötfe ber abfciffenare, wü^t refp. gtoif^en ben ©ur^fc^mW^ 
punlten ber Sangente unb !«ormate mit biefer »re unb bem gu§* 
pmftt ber Orbinate bc« SSerfi^rung^punfte^ liegen» OflFcntar e^ 
Wt man ben Sluöbrutf für bie ©ubtangcnte unb ©ubnormaC^, wenn 
man in ber Oleid^ung ber SCangente unb SRormale Y = o W 
unb bann barau^ ben SBertl^ t)on X — x fud^t. 2)a^ 3eic^en bicfe^ 
SQBert^^ gibt »on fefbfi an, auf meld^er &tiu be^ gugpunfte^ ber 
Orbinate bie ©ubtangente unb ©ubnormale genommen werben muß* 

^ennt man bie ©ubtangente ober ©ubnormale , fo fann man 
fofort leicht bie Sangente unb Slormale conflruiren. 
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Unter Cäitge ber Zünatntt unb 9lormaIe t^erße^t 
man bie (Stüde tiefet Stnien, toelc^e awtff^en bem 9erfi(»nntg^ 
punfte unb t^rcm j£)ux^\^niti€)fnnUt mit ber üre ber x liegen. 

93enn T bie 2:angente ^ N bie 9torma(e ^ St bie ^ubtangente 
unb Sn bie Subnonnale bebeutet ; fo finbet man leicht in re^^tn^inN 
M^tn Soorbinaten : 



= y V^l +75 = ^^^ ■*"* 



T 

N = y ]/l+P , 

St = — -|^ , Sn = y I. 

Seif pi et 1. — %üv ben auf feinen SSit telputtfft unb auf 
re(^tn)tnflige (Soorbinatenorto bejogeneu Jlreid pat man: 

f (X, y) =4 (xHy*-r«) = o, f'x (x,y) =x, f'y (x, y)=y ; 
fofglicll ift t>ie ©Teid^ung ber Z a n g e n t e : 

xX + yY = r«, 
unb bie ber 91 o r m a le : 

x y • 

Sd ^tptn mithin aUe 9IormaIen iti jtretfe^ bitrd^ ben anittel« 
punit beffelben , ober bie 3:angente ifl auf bem na^ bem Serfi^^* 
rung^punfte ge^enben ^olbmeffer fcnfrecijft* 

S e t f p i el 2. pr bie auf i^ren SRittelpunft belogene (SU 
Upfe unb ^^ptxhtli 

a«y2 + b«x« =a ± a*b^ 
^Inbct man leitet : 

®Iei4^ung ber arangente: 

a«y CY - y) ± b« X (X ~ X) = o , 

mx: 

a»y Y ± b» X X Ä ± Ä« b«. 

®Iei4>ung ber Dt o c m a I e : 

b" X (Y — y) + a«y CX — x) = o. 

Setner : ' 

N = -^ "j/a* y» + b* X', 
-, a«-x« __b»x 

Ät = — — — — .on — + — X-» 

X a* 
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««if1)iel 3. — fatabU; y?= 2px. 
^Keu^ttttg ber S; a ■ g e ti ( ( : 

yY = p(X-fx). 

Y - y = - X (X _ X). 

P 
ferner : 

T = v^2x (2x -f p), 

N = ^p (2x + p), 

St = 2x, Snasp. 

»elf|>iel 4. — «pcloibe (©. 13, gig. 18): 
X Ä r C«) — «fa 9»), y =gr(l -~ cog y), 

h 1— cosg> y y * 

©leic^ung ber Tangente: 

Y-y=l/?^(X-x). 

^ -''=*- 1^5?^ «-«• 

Smter; 

^ =yl^2;^' ^^ == "^«ry ~ y« == PN. 

3bt« bem SBert Je wn N unb Sn tt^Uttt ic^MS tintlftoxmalt 
«ab f oIgK0 MN' me SC a a g < n t c tp. ' 

$.58. 

«Kan fonn ben 3tt»ail^ h bet «bfriffe x immct fo f lein an* 

nehmen, baß b«« aSerJäÖmf |- ieliebifl »entg »on Ifeinee 

©renje I »erfcjteben ifi , unb f^rgKef» bafclbe 3ei<^en M «W bwfe. 
SBenn olfo h ») o f t ti» gefegt »«b, fo p9t k mit I rtnetfei Stichen, 
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fo ha9 / )^^nn bie Hbf ciffe t»i<Mt , Me Crbinate ju« ober abnimmt^ 
iena^bem I pof itit) ober negaiio iß. 

aSon A btd B (f^tg. 103) ifl I «) oft fit) unb bte Drbinate 

w d d^ fl ; von B Hd C bagegen ifl I n e g a 1 1 1) unb bte £)rbtnate 

nimmt ab, werattf I meber pofttto wirb unb bie Orbinate 

btö D )unimm t , bann toitUx abnimmt, u«r*f* 3m fünfte 

B ge^i I ))om ^cftttt)en }um 9tegatit)en, 4tnb bte £)rbt% 

nate au^ bem SQSac^fen rn^ abnehmen fiber ; jte tfi alfo 

großer, aW bte unmittelbar »or]^crgf{>cnben unb nat^folgenbcn 

Drbinaten, b. p. fie ijl ein SWartmum. 3m fünfte C gejt I 

^om megatiioen jum $ o f 1 1 i \) e n unb bte Drbtnate a\i^ bem 

Sltne^ men in^ Bune^men über, ifl alfo f lein er oW bie 

bena^krten Drbtnaten, b. ^* ein 371 in im um. ^ Z)ie fünfte 

ber (iutttr für toeld^e I tai deinen änbert, ^aben alfo 

grogte, ober f l e i n ji e Drbtnaten, j[ena(^bemIt)om |JofitiDen 

jum 9legati)>en, ober umgefe^rt, fibergept. 

Uebrigen^ ftnb bte SSorte //STIarimum^' unb r^3)linimum/« 
nii^t in einem abfoluten, fonbernnur in einem relatit)en @inne 
}u nehmen, unb e^ ift j. 9. bie fleinße Drbinate bed ^unlM 
E g r & § e r al^ bie g r ß t e Drbtnate be^ ^unfted B. 

SDSenn bie ©leic^ung ber (Surve t)on ber gorm f (x) = y ijl^ 
toofCx) ein g an 3e^|)ol9nom bebeutet; fo änbert {t(| bteSlbteirnng 
I=f' Cx) mit X petig unb bleibt enblid^ mit x, unb fann foIgli(|> i^r 3^i^ 
^en nur anbern, toenn fte bur(^ 9{ u ( t ge^t. £)ie Slbfctffen ber fünfte 
ber (Surt)e, welchen größte, ober fleinße Orbinaten entfore« 
cjen, <tnb alfo SQSurjeln ber ©leid^ung f'(x) = o, unb bte Xan^ 
genten in bief en fünften flnb ju ber SIre ber x )> a r a H e (. 

SQti^pitU 2>ie ©leii^ng ber (f urbe fei : 
f (x) = y = X» — X, 
fo tjl: _ 

f 'Cx) = 3x« - 1 = o, alfo X = ± v^i .. 

gd feien B unbB. Cgig.90) bie fünfte, beren «bfciffen refp» 

+ v'i"^ — vTfinb, fo ifl I »on C^ btö Bj unb wn B bi« C 
bofitio; aber t)on B, bi^Bnegatio. 3tt Bi gejt I oom 
|)ofitioen a^m 9legati)>en aber, fo baß bie Drbinate bieftö 
^mtitS ber Surt>e ein ÜJIarimum ifl; in B^ bagegen ge^t I 
bom 9t e g a t i ^ e n 3um $ o f i t i t) e n aber unb bte Drbinate biefe^ 
$unf te^ iß f oIgIi(|^ ein a){ i n i m u m* 

Sd^iittfc , Qpotbtitateitaeomctrie. 6 
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f. 59. \ 

äBnin bie ©(eii^ung tec Surve in (er uncntwtdelten gom 
f (X, y) = gegeten iji , fo iji : 

, f'x jx, y) 

- f'y ix, y) ' 

«tib folglici^ fann I nur fein 3ei*en mi)\t\n, wenn ber 3ä^ter, 
obnr Kenner fetned Slu^bcuded baö 3ci^en änbert. SBenn aber bie 
€ur»e eine a l g e b t a i f ^ e iji, fo jtnb 3fi^ter ««*> Sfennet g a n je 
?>ol9nome »on x unb y , m\i)t nur i^r 3««^«« Änbern , inbem pt 
buv^ 91 u 1 1 ge^en. ®ef ^«^t tiieje« mit bem 3ä{ilet , fo ge^t I bur<^ 
Shia, wie in ben fünften B, C, E (gig. 103) ,♦ oJer wenn be? Wenner 
bur(5 9hia geji , fo änbert I ba« 3ei^en , inbem e« but^ bog U n» 
enbli^e ge^t, unb ^löfttic^ »on + oo ju — od, »ie (n D, ober 
»on — OD jtt + OD überfpringt. Die (Soorbinatenlber ^Junfte ber 
Cur»e, beren Orbinaten ü» a r i m o, ober 3R i n i m a ftnb, genfigen 
olfo einem ber beiben folgenben ©vfteme fimultaner ©Teilungen: 

f (x, y) = o» f» C^' y) = o / 
f (x, y) = o, f'y (X, y) = o , 

unb bie S;ottgenten in biefen ^Junften flnb entweber 3ur Slxe ber x, 
ober jtt beie ber y })oraßet. 

Ucbrig««^ cntfpri(5t einer Sluflöfung be« einen, ober be« anbern 
ber beiben teßten ®tei(^ungöf9fleme ni(^t noj^wenbig ein SWori« 
ittum, ober a»inimum. 3m ätigemeinen gibt baö erjteSvflem 
bie ?Jttn!te B, C, E, H, worin bie Sangente ju ber Sfce ber x »w* 
roKel i^ 3" *>«» *"^"' ^^^ ^^ ^^^ Orbinate ein ÜR a r i m « «, 
ober «Kittim««»; aber in bem legten nxä)U "Sbai imüi ©vjie« 
gibt bie fünfte, worin bie Tangente jur are ber y JjaraffeX ifl, 
ttttb man muß jt(^ überjeugen , ob wirfKe^ i.\xt 3ei(^enwe*fel flatt« 

finbet. , ^ 

Seifpiel. — Pr btc €ttn»e: 
f (x,y) ==i (y*+2x«ya+x«+ 2c«y2-2c»x» - a*+c*)= o, 

fiat man: 

f'x (x,y)=x(xHy»— cU f'y (x,y) = y(xHy»+c«:), 

» _ X C x' + y" — c») 
foIgIt(^ : i — — y (X» + y» + c'«)" 

2)er 9lcttn«r »on I fonn nur für y = o »erfd&winben ; We 
iCangente ijl in ben fünften A unb A, (gig. 56, 57, 58, 59) 
unb in ben fünften C, C, (S«'8« 59) ju ber 2lre ber y ^JaraM; 
bie Hbfciffen biefer fünfte ftnb SW o r i m a, ober 5DI i n i m a. 
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2)et 3ipie^ *o«l lann ouf jwct Sfrttn 91 u I ( werben, nim< 
Iti^ erflen# ffir x« -f- y« = c«, topMu« folgt : 

a» 1 /4c* — a* 

jDiefe 9Bert{»e ftnb im gtveiten unb ixitttn galle (S- 43) immer 
reell; aJer im erflcn gafle nur »enn a < c \/2 ifl. SBetin man 
aüi tm afnfang^punfte mit tem 4^albmeffer c einen Streik U* 
ft^mW, fo fd^ttcibet berfelbe, wenn a < c \/2 iji, bie Curve 
in 4 fünften D, Di, D' unb D'i, xooxin bie 2:angente jur S(re 
ber X pQxaVitl ifl* SBenn man ferner (emerft : baß fiir bte ^'unfte 
berinnerj^alb, ober außerhalb be^ Jlreife^ liegenben ®ogen 

btr (5ttr\)e x« + y'* — c« ^ o ifl , fo erj^ettet : baf I <» 

jebem ber »ier |)unf(e bo^ S^vS^^n anbert, unb fofglic^ bie Drbinate 
y em SÄaritnum, ober SDMnimum ifl. 

Ser Sagtet verf^winbet gwetten^ für x = o. 3n giß- 56, 
ttelile b«m gatte a > c \/2 entfpri(|t, liegt ber Ärei^ innerMI^ 
ber Sun)e; cd ifl ffir bie ganjc Surioe x« +y« — c* pofitit>; 
fclglid^ gej^t inBbie®rd§e I 9om $ofiiioen jum 92egatit)en 
ü(er , unb ed f nbei ein 3ß a r i m u m ber Drbinate fiatt« 3n gig. 
67/ wellte bem ^affe entfpri«|it, too c\/2>a>cijl, liegt 
ber Curtocnbogen D'BD i n n e r 1^ a I b be« Äreife^, x« + y* — c^ 
ift ffir äffe gjunfte biefed Sogen« u e g a t i » , I gej^t in B ^om 
5legatlt>en gum ?Jofitioen über, unb e« finbet folglid^ tin 
ÜSinimum ber Orbinate fiatt« 

S* 60. 

©ie ndf^tre Unterfud&ung ber ^etigen Jlenberung ber ©röfe I 
8*t ais(| naiveren Suffcf^Iuß über bie gorm ber Suroe^ ©enn 
tbenn I mit x jugleid^ to & d^ fl , fo n>d(|fl ber SSiinf el a , n»e(d^en 
Wc aiangente iHit ber »re ber x bitbet , unb burd^ bie gormel : 

I sin d- sin & 

tang a = i~,-¥:r" Q. = r 

1+Icos^ ^ , 1 

fiegeben wirfc/ ebenfalls, unb nimmt fuccef|tt)e bie SBertJe a,a\a'\.,^ 
($tg. 104 unb 105) an , tnbem bie Sun^e i^re @ o n e a o i t ä t 
(>o^ ( r ®t\ii) naci^ ber @eite ber p o f i t i t) e n y ober nad^ ob e n fe|»rt» 

6* 
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9}immt basegm I ab , toettn x iuntmmt , fo nimmt ber aßtafct 
a att(^ ab , befommt bie fuccefftioen 9Sßert|^e a, a'^ a'% . • . (Sig. 106 
unb 107) uttb bie ^wot f ef^rt i^re (S o n c a to i t d t nad^ ber ^tüt 
bcr ncgatitjen y obernat^ unten. — 2)ie Sig* 104 u« 106 begie^ 
Jfcn ft(f> auf bcngatt, wo I> o unb bie gig* 105 u. 107 auf ben 
goU^ wo I<oijl. — Die Curoe fe^rt alfo ijre Soncaif 
))ität nacf^b er @eiu bet pofitioen^ obernegatitoeny, 
jienad^bem I vx\i june^menbem x ju^ ober abnimmt. 

%. 61. 

Sd fann gefd^cjen, bag I V\t ju einem gewiffen ^Junfte M 
(gig. 108) to d 4^ {} unb bann wicber abnimmt^ fo bag ber SBin^ 
let a \XL biefem fünfte ein SP2 a x i m u m erreicht , unb bie guerß 
nad^ ber ©ette ber pofiti^en y gefeprte Soncaottdt ber Surt>e 
ifi fpdter naci^ ber ^txit ber negativen y gefeiert. — ffienn I 
biö-gu einem gewiffen ?Junfte M (gig* 109) ab* unb bann »icber 
2unimmt^ fo errei(|^t a bafelbft tvx SD^inimum, unbbiejuvor 
na(f^ ber Seite ber negatit)en y geteerte (Soncaoitdt ber Surve 
dnbert t^re 9ii(^tung unb fe^rt fl(^ na^ biefem fünfte gegen bie 
^txit bcr )>ofiti»en y. 2)ie 55unfte M, worin eine Umfejrung 
ber Soncat>itdi; ber (Iurt>e ßattftnbet , lf>et§en 3nfIejrtond^ ober 
SSenbepunf te. — Sei einem gewofinli^fen Serä^rung^« 
fünfte liegen bie beiben baranftopenben Surpent^eile auf berfelben 
@ette ber Sangente^ wdffrenb in einem3nfIerion^))unf te bie 
Curt)e oon ber einen ^txit ber Slangente auf bie anbere äberge^t. 

SQ8enn ^ie ®Iei(i{fung ber Surt)e in entwitf etter gorm y = f (x) 
gegeben ifl, fo nimmt f(x) mit x gleid^ieitig gu, ober (x\> , ytxi^i^^ 
bem bie Ableitung f (x) pofitit), ober neg.atip ifl; unb wenn 
man biefen ©aß auf ba^ ?JoIvnom I = f (x) anwenbet; fo gibt 
bag 3ei(|>en feiner Ableitung f (x) an^ in welkem Sinne jtd^ I 
dnbert« — Die (Surfoe It^xi alfo iM^ Soncat>itdt na^ 
ber Seite ber ))ofitit)eh, ober negati))en y, jienacl^bem 
bie jweite Slbleitung f"(x) oon y=f (x) pofitio, ober 
negativ ifl., ©a ferner f''(x) i^r Seiten nur dnbern fann, 
wenn jte burc^^ SRutt ge^t ; fo folgt : ba§ bie äbfciffen ber 3ttPerion«^ 
))unfte bur(^ bie ©lei^ung T^U) = o gegeben werben. 

Seifpiel. - g^ fei y = f(x) = x» - x (gig. 102), fo 
ijt f'(x) = 3x« - 1 unb f" (x) = 6x, ©a f" (x) ^> o f i t i t>, 
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ober n e g a 1 1 1> tfl , ftna^im x ti ift , fo f effrt Ux (iurotnt^til 
OBAC feine ^oncwitat na^ Hx 6etle Ux ))0ftti9en y , unb ber 
S^eil OB|A|Ct na^ ber Seite ber negativen y. 

SSenn bie ® Cetc^ung ber (Surt^e in unentiotilener ^omt 
geheim tß / f o pat man : 

f(x, y) == 0, 
fxCx,y) + I f'y (x,y) =0, (I) 

unb wenn man y jwtfc^en btefen betben ©teicf^ungen tUminixt; fo 
etmt min eine ©leic^ung : 

F Cx, I) = , 
mlift aU eine dnx'ot au^brudenb angefefien merben fann^ beren 
ajfriffe X unb bercn Orbinate I ifl. — 25a« Setd^en be« «udbrurfe« : 

j, F^x Cx, I) 

~ F'i (x, I) 
lejrt aWbann , obl' ju* ober abnimmt^ unb folgtid^, gegen welche 
Btiu bie gegebene gurbe il^re Soncat)itat lej^rt. — %Mn man 
brandet biefe QUmination ntd&t ju X)erric5ten ; benn wenn man bie 
aWeitung I' \?on I naä) änffang , gormel (35) unb (36) fud^t, fo 
erhalt man lei^^t: 

j, r^x^+ if'\j + Kf^v + iry) 

hierbei wirb bloß borau^gefeßt : bag f'y nid^t 3luU ober I' 

ntc^t unenbti((> »irb^ — SOäenn bie ^Junfte aufgenommen »erben, 

voorin bie Tangente 3ur Slre ber y paraOel ifi, fo fann I' nur bad 

3ei(]^en dnbern, toenn fein 3ä^Ier bat 3eid^en dnbert S)ie 

Soorbinaten ber 3nf[erionöpunfte genfigen alfo ben beiben ®Iei* 

4fungen : 

f(x, y) = o, 

f/ayf//^2 - 2f\ f'y f'xy + f'^xf'V = o. (k) 

SSenn f'y = o iji , fo nimmt man bie Ableitung wn-Y u«^ 
man |>at: 

fy»^ ry >■ 2 f'x fy f'iy + P^y P\ _ f'V 

F»K f'x ' 
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®oa nun etne Snfleirion ftatifiuben, fo muß P*y^ s o ^m, toel^ 
4^r Satt aud^ in ber ©leid^ung (k) entj^Uen iß* 

S3eifpiet* — gut bte ßon^oibc C§. 42) ^at man: 

f (X, y)=l[x* y* - (c+x)« Ca« — X«)] = o 

=1 [x2y«+x*+2cxH(c«-a«)x«— 2a«cx-a«c«] =o 

f'x (X, y) = xy* + 2x» + 3cx« + (c« — a«)x - a«c 
_ (c4-x) (x» + a«c) 

f'y (x,y)= x«y, f'V(x,y) = y2 + 6x« + 6cx+c« — a», 
f'^y (X, y) = 2xy , P'j^ (x, y) = x% 
(c + x) Cx«+a«c) 



I =-- — 



x^y 



r=s a»Cc+x)» (X» + 3cx» — 2a« c) 

25a^ Ztinom x» + 3cx« — 2a2c ifl für x = o ntiati^ 
unb für X = a p f i t i t) ; t€ »crfc^wtnbct alfo in biefem ^nttx* 
Mttc; aber nur einmal, weif feine ablcitung 3x« + 6cx in bew* 
feiten 3nterx>aae jletd <> o f i t i t) bleibt. Q€ fei b bie awifc^en o 
unb a ließenbc SB8urjeI ber ©leit^ung; 

X» + 3cx« — 2a« c = o , (/*) 

unb ^ (Sig. 53, 54 u. 55) ber $unft be^ (Sur))en}n)eiged AB, 
beffen abfciffe b ijl; fo ijl 1' t)on o bi^ b pofitit) unb wn b 
bi^ a negatit»; folglich fe^rt ber Sogen BF feine SoncaDitat 
nad^ ber €eite ber. pofttiDen y unb FA nac^ ber ber negatitoen y; 
mithin ifl F tin 3nfl[eriond^nft. 

IBei ber nähern Unterfud^ung ber negativen SSurjeln ber 
©lei^^ung C/i) muffen bie Ui ber Sond^oibe ^orfommenben 3 gätte 
unterfd&ieben werben* 

1) g« ifl a < c. -- 3)aö in SRebe jlejenbe Srinom ifl für 
X = o negatiij, für x = — a jjofitit) unb für x = — od 
negatii^. S)ie ©leid^ung Cß) ^ alfo gwei negatit)e SBur« 
jeln, wovon bie eine jwift^en o unb — a, unb bie anbere jwifd^en 
— a unb — OD liegt. — 2)ie legte ^at in gig. 53 leine Sebeu^ 
tung, wä^renb bie erfle einem 3n^eriondpunfte 6 auf bem 3weige 
DE entfprid^t. 

2) (Si ifl 'a = c. — 25a ba« STrinom für x = — a »cr^ 
fd[|tt)inbet, fo l&^t e^ fi^ folgenbermaßen jcrlegen: 

(x+a)(x»+2ax-a«)=Cx-a) [x+a(\/3+i:)] [x-a(\^3-l)]. 
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X>it abfciffe t>ce ^mtiti F tfl = a (v^3 — 1), unb ba I' 
9on D (i^ E ßet^ pofttit) ift; fo fe^rt ber dviWtnixoüi DB 
(S^'g* 54) fetne Soncat^it&t noc^ ber @ette ber vofttiven y unb 
^ai feinen 3nf[erion^9unft. 

3) €^ t^ a > c. — ®entt man x = x' — c in bie ®ltu 
^ung (m) ft^t , fo etfft fte in folgenbe über : 

x'3 — 3c« x' — 2c (a« — c«) = 0. _ 

SSenn bie Sebingung ber fktalitat ber SBurjeln a < c \/'2 
nti^t erfüllt n>irb, fo ^at bie ©leic^ung Cf^) nur bie eine reelle 
SBttrjel b , unb ba^ 2:rinoni ift für ade f^unfte bd Snrt>en3n»eiged 
ECKD (SiQ. 55) negatit); r i^at ßet« ba« 3ei<^en +^ bergan je 
(EuT\)enjn)eig fef^rt feine Soncavifdt nadi^ ber 6ette ber )>oftti9ett 
y / unb ^ai folglich feinen 3nfIeriond))unft. 

äBenn bie Sebingung ber Vitalität ber SBuraelit erfftOt toirb^ 
f^ pat bie ®Ieic(uttg (^)3»einegatioe USurjebt, unb ba iai 
Xxinom für x = — a negatit) iß; fo liegen biefe beibenSur« 
leln jwif d^en o unb — a, ober fie ftnb beibe < — «. ©er erfte gatt 
fann aber nid^t fiaflfinben; benn ba ber Sßert^ x= — 2c, toeld^er 
bte SMeitttttg 3x(x + 2c) auf 3luU rebudrt, 3tt)if(^en biefenbeiben 
SBttrgeln liegt , fo todre a > 2c , toa^ ber Sebtngung ber Slealitat 
ber äSurjetn toiberfpric^t. — ©a bie negatioen SBurjeln < — a 
itnb, fo ifk ba^ Xrinom für ben ganjen Surtoenatoeig ECKD ne^ 
ga tit), worauf baffdbe folgt» 

SBir ^aben im SSor^erge^enben t)on ben fünften abfira^irt, 
beren (^oorbinaten bie beiben Sbleitungen f'x , fV iugleid^ oer<* 
f$t9inben macf^en , in xotltitm ^aSe bie Slu^brfide )oon I unb T 

unter ber unbeflimmten e^orm — erfd^einen ; adein toir tverben auf 

liefen %aU fpdter wititv jurucffommen. 

Ufbttttg^aufgabeti. 

1) Sie (Juroe : xy = 2a \/2ax — x* (gig. 16) ^at bie bei* 
ben 3ttPeinon«pttnfte: x = — , y =+ * 

2) 2>ie Suroe : x^ — 3bx* + a* y = o Ifai ben 3njlerion«* 
punft X =^b, y = — . 

3) Die Sur^c : ax» + by» - c* = o l^at bie beiben 3nfIerion«' 
prxnUt : 
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a- _ 

b 



= e]/^, 



0. 

a 



4) 2>ie 6ttrt>c: x* -^ a^x^ + a»y=»o j^at bie jwd Snjlmon«* 

pnnttt : 

_ a _ 5a 

5) 3tt ber Qnxxic : y = x + 36x« + 2x» — x* entfpre^en 
X = 3 unb X == — 2 3nfleyiOtt^pttnftctt* 

6) 3n ber eurt>c: y = r-^^ cntfprc^en x = o unb x=±\^i 

1 + x' 

^njjitxion^pnnhtn. 

7) ©ie CurJ^c : x« y + a« y — ax« = o Jat bie teibeti 3ttfl[ejrio# 

)>unfte : 

a a 



a _ a 






S. 63. 

9<|liminttn0 Iftt Tangente einri burib ^mtt ^itt^vmj^tn mit 3 l^critoalt^cn 

SBenn }tt)ifd^en ben (eiben Soorbinaten x^ y unb einer britten 
Serfinberltclen t gn)ei ftmullane ®(ei4^ungen : 

f (X, y, t) = , P (x, y, t) = o Ca) 

gegeben ftnb , unb man tiiminixt 1 gtvifd^en benfeKen ; fo erpalt man 
bie (Steigung: 

<P (x, y) = o 
einer gewijfen Sur\)e. 2l6er baö 69|lem ber beiben Olei^ungen Ca) 
fann aU biefe ffiurt>e ebenfalls au^brfidenb betroi^tet werben. — & 
feien x, y, t unb x + h, y + k , t + r bie Sffiert^e ber brei SSer^ 
dnberli^ien für jtpei benachbarte ?5ttnf te M, M' ; fo Jiat man : 
f (X, y, t) = o, f Cx + h, y + k, t + r) = o, 
F(x, y, 0= o, PCX + h, y + k, t + r) = o. 

h k 

eegt man ®r — = x', ®r. — =y' unb gel^t aur ®renjf 

r r 

über; fo jiat man na^ Slnpang, ^oxm^l 24: 
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f'i + f. . X' + f'y . y' = o, 
F't +F'x .x'+F'y . y' = o. 

TlnUipUiixt man iit erfle tiefet (SUic^ungen tnü F'x , bie imitt 
mit f X unb iicpt tie 'J)robuf te von etnanber a( ; fo erhält man, 
wenn man betnerf t , ba§ : 

@r- ^ = ®r. 4- ^ K 
h JL * 

r 

iji, fejT leujt: 

f-r« k __ F^ f X - Tt F^x 
1 - iä)r. -jj- - F't f'y -- Tt F'y • 

Qetfpiel. — pr bie 6ur))e tn S- 49 ^at man: 
f = xy — yt + xt = o, F = |(x» +t* -4) =o, 
fx = y + t, f'y = X - t, f't = X - y, 
P'x= X, F'y = 0, F't = 21», 

j ^ 2t»(y-ht)4-x(y-x) _ 2t * + x » 
2t» (t — X) 2t«a-x3« • 

^ie fünfte , xooxin bte 2:ansente ju ber Slxe ber x paxaütl ifl, 
tt)erben burc^ bie Oteid^ung 2t*-|-x» = o gefleben, unb wenn man 
fic^ auf ben jur Steiften ber 2lre ber y liegenben ffurt)ent^ctl be* 
f*ränlt ; f mug t n e 8 a t i » fein. S)er Keine Sweig OBA (gifl. 66) 
bietet folglich allein folc^e fünfte bar« 2>ur4^ Elimination von x 
^ixi bie toorjergepenbe ®Iei(^un3: 

tia 4-41»^ - 3 . 4t8 + 3 . 4* . t* -^4» = o, 

«ttb totnn man t« = z fe$t : 

256 ^ 4z5 - 3.4z;4 + 3.4«z« -^ 4» = o, 
ober: 

— z*C12 -4z -.z«) - 4«(4 — 32«) = o, 

^(I(^e ®(ei4iung jn^tfd^en o unb 1 feine SEBurjel ^at, n>eil t^r erftet 
2^j)eil t)on z = bid z = 1 jlet^ negativ) ifl» — 2)erfelbe ijl für 
« = 2 po fitit), unb feine Slbleitung: 

2z(3z*4-lOz»-6.4zH3-4«J=2z(z«(3zH10z-12)+12(4-z«j) 

t)on z = 1 bi^ z ==r 2 flet^ »>ofiti^* 2)ie ©leic^ung ^at alfo 
jmtfc^en 1 unb 2 eine reelle SSBurjel, unb e^ gibt auf bem 3»«iflc ., 
OBA nur einen ?Junft B , worin bie Sangente gu ber 3lre ber x 
paracet ijl. ©eine Äbfciffe liegt jtoif^en unb v/3 unb bie ju* 
geJiDrige SDrbinate ip ein SRarimum. 
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$. 64. 

Durd) einen außerhalb tiec €uroe geflebenen yunkt P oebenbe Canoentf. 

Sie ®Ie{(^ung ber Sur^e unter ganjer $orm fei : 
f (X, y) = o ; (1) 

Xw Yi feien bte ffoorbinaten beö gegeJenen |>unfte« P; x, y We 
unbefannten Soorbinaten bed Seru^rung^punfted unb X^ Y bie lau^ 
fenben Soorbinaten; fo ifl bte ©letd^ung ber Slangente: 
(X - X) f'x Cx, y) + (Y- y) f'y (X, y) = o. 

Da bic Siangente burc^ ben 3Junft P ober (x^, yi) gcl^t, fo 
^ox xca^xi au(^ : 

(X, - X) f'x Cx, y) + Cyx - y) f y (x, y) = o. C2) 

35ie beiben ®Iei(^ungert (I); (2) bejHmmen bte Soorbinaten x, y 
bc^ gefud^ten Scrü^rungöpunftei , b. \). bie Serü^rung^punf te finb 
ntd^t^ anberd / atö bie Durd^fd^nitt^punfte ber gegebenen &urt>e mi 
ber burc^ bie Oleid^ung (2) au^gebrüdten 6urt)e* — Diefe \t%\t 
6urt)e \)^i eine }temUd^ merfwurbtge geometrtfd^e I8ebeutung. Se« 
trachtet man näntltc^ bie in ber ®(ei(^ung: 

f (X, y) = C 

enthaltenen Surt)en, wo C ein wittfürlid^er ?Jarameter iji, unb 
giejit t)ont 55unfte P au« S^angenten ^n btefe t)erf(i^iebencn Surfen; 
fo blet'bt bie ©leic^ung (2) für aUe bi^felbe, unb brurft folglid^ 
ben Ort ber Serfi|^rung«punfte au«. 

ffienn bie gegebene Surt)e algebraifc^ unb t)om mten ®rabe \% 
fo iji au^ bie ©leid^ung (2) ^)ont mten ®rabe, unb burd^ Serbin* 
bung ber ©leid^ungen (1) unb (2) fann man eine ©leid^ung )oon 
einem niebrigern ®rabc erl^alten/— SBenn q)(x, y), i;;(x, y)^ 
Z(x/ y) / • . . refp. bic Snbegriffe ber ® lieber t)om mten, (m~l)ten, 
(m— 2)ten, , , . ®rabe in f (x, y) beaei^nen, fo ifl: 

f(x, y) == 9CX; y) + i/;(x, y) +zCx, y) + . . . = o. 

Da« ?5ol9nom 9 (x, y) , weld^e« xxi Sejug auf x unb y |> 0^ 
mögen ifi , befiept au« ©fiebern von ber 5onn Ax« ym - n , unb 
man l^at ba^ev: 

9 (X/ y) = 2 . Axn yn»— ", 
alfo: 

^'x = 2 . 11 Axn -1 y»Ja— n, 9}'y = 2 (m— ll) Ax" yra— n-l, 

toorau« folgt: 

X 9'x + y y'y = 2 ♦ m Ax« ym-n = m 9. • 
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(Sitn^9 ergibt ft«^: 

x4''x+ y*'y = (m — n?|>, 
»/xM- yzV = (m— 2)3t. 

• • • • • — — « • • • 

^icmac^ ^at man : 

xf'x + yf'y = m9 + (m— l)i/;+(m— 2)l^^-.. ., 
unb menn man ba^on a^a^'e^t: 

r c... o = mg) + nii»;+mx+....; 

fo bleibt : 

X f'K + y f'y = - K; - 2z 

2)ie ®(ei(fiung (2) läßt {{(^ a^^r an^ folgenbermopen f (^rei^cn : 
Xif'x+y.fV -xfx- yfV= 0, 
Ättb töirb folg««^ : 

xi f'x (X, y)+y 1 f'y (x, y)+^ (x, y)+x (x, y)+ . . . =o. (3) 

®tefc ©Ictd^ung t)om (m— l)tnt ©rabe fann bie (Sletc^ung (2) 

fJ^ff^en , fo bag bte ßcfuc^ien Scrfiprungöpunfic mitteljl ber Durc^^ 

Wm'ttc bcr gegebenen Surt)c (1) unb bcr Surt)e (3) t)om(m— Dten 

®rabc bcjiimmt werben. 

© e i f p i e l. — IJör ben Ä r e i « ^at man : 

X« + y* = r^ , fl) 

(X. ~x)x + (yi--y)y = 0, (2) 

ober : 

XiX + yiy = r^ (3) 

Die ©leicöung (2) tx&ät einen fiter OP aK ©ntd^meffer be* 
Wricbcnen Äreiö au^, tt^eld^er ber Ort ber ©erujrungöpunfte ber 
'ooti P au^ on eine dUi^c um ben 2lnfang«i)unft befd^riefteiif? 
toncentrtf^^er Äreife gejogenen X^angenten ift. 

Vit ©leid^ung (3) brfidt eine ® e r a b e , Me fogenannte 55 e^ 
^u|>rungöfe^ne ober Seru^rungögerabe^auö; jteip 
^ OP fenfret^t ^ unb' ber ^albmeffer r ijl bie mittlere ytopox^ 
^ionak jwifc^en OP unb bem abflanbe ber JBerüJrung^fe^ne \>on 0. 

Sßenn bie gegebene ßurt>e t)om jtt)etten (Srabe, tl^re attge^ 
Weine ©teic^ung alfo: 

f (x,y)==Ax« + Bxy-fCy«+Dx + Ey + F = o 
ih fo ifi bie Oleic^ung ber ©erüprung^geraben: 

(2Ax + By+D}Xi+(2Cy+Bx+E) y i+Dx+Ey+2F =0, 

ober : 

(2AXj +Byi+D) x+ C2Cy i+Bx^+E) y+Dx^+Ey i+2F=o. 
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i. 65. 

€an0fiiUf oeli^e ju einer (eflebenen Oera^en paxaüti tfl. 

SSenn a ben 9ti(i^tung^coeffictenten ber geaebenen ®eraben htf 
iti^ntt, fo totvttn bie unbefannten Soorbtnaten be^ Seru^rung^^ 
puntM bur4i bie ieiben ftmuUanen ®tet(|iungen gegeben : 

f(x, y) = o, i 

r,(x, y)+afV (x,y) = o. ) 

f. CG. 

0emeinf4a^ltd)e Can^eiite an ^met ^eoebenen Curvrn. 

S« feien: 

f Cx, y) = o , F (x, y) = 
bie Oleid^ungen ber beibcn Surfen, unb x', y'; x", y" bie So*i 
orbinoten ber Serü^rung^punfte ; fo ^at man bie beiben ®Uu 
Ölungen ; 

y^/ - y/ _ fV (^/^y/) ^ gy/ fx^/^ y/^) 

X'' - X' fy Cx'/y F y" u"; y'O ' ^ ^ 

weld^e in SSerbinbung mit: 

f (x', yO = , F (x'', y") = (6) . 

bie t>ier Unbefannten x', y'; x^',y'' beflimmen. 
Seifi)iel. — pr jwei Äreife ^ai man: 

Cx' -aO^ +Cy' - bO« = r«, i . 

Cx''--a")*+(y"-b'0* =^'^ i 

X" — X' y' — b' y".— b" ' ^^ 

»^orautf folgt: 

x^ — a^ y' — b' _ ^ ^(x^ — aO^+(y' — bQ^ _ ^ r^ 
x"— a'' *~ y''— b'' "" " v/'(x"— a'0*+(y"— b")* "^ "^ r^'* 
9limmt man inna^^ bad 3ei4)en — ^ fo pat man: 

x ^ — a^ r^ y^jZL^—^ — 

x"-a""~ r''' y''-b'' r'' ' 

n)oraud folgt : 

r'+r" r' + r" ' r' + r" r'+r" * ^ ^ 

«peilt mon bie 3Äitterpunft^Kttic C'C" (gig. 110) in gwei 

Speile DC unb DC, welche ji(^ vvie bie ^tbmeffer r' unb r" 

verpalten; fo ftnt bie (Soorbinaten be^ 2:peiIung0punFted D nad^§. 36: 
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Zffcilt man bit sfnteinf<(afflt4^e Zangettte M'M'^ e^etifo, fo 
finb Vit Soorbmatett Ut X^tilnnQ9pnntM : 

Setbe Z^tilun^^pnnltt fallen alfo t>enit{ge ber ®(ei((ungen (7) 
jufammen, nnb bo^ cr^e ^aax gcmetnfi^afHic^tr SCaitsenten ge{^t 
burrjj bftt ?Junft D. 

9?tmntt man nun iaS 3^i^^^ + / fo ^^^ tn^n : 

r' + r'' — r' + r'' ' r'+r" ^ r' + r^' ' ^^ 
utib tt)cttn r' > r" gcfeftl »trb ; fo gibt eö auf ber SBerWngcrung 
»on C'C" einen ^unf t E, beffen abfldnbe t)on ben ?)unf ten C unb C" 
l?tj m'e bie ^albmejfer r' unb r" Detl^alten. 2)ie (SWeic^ungen C8) 
geben alfo ein iXctiM faax burd^ ben $unft E gej^enber gentein«' 
fi^afrtid^er j:angenten. — SWac^bem bic 3Junfte D unb E gefunben" 
ftnb , fommt ti hlo^ nod^ barauf an : an$ benfelben Tangenten an 
einen ber Reiben Greife ]u stehen. 

i. 67* 

9fm(inf4aftlt4e %an$tnu an ^md fimt%$tn ^txfdhtn €uv9t, 

©iefe Aufgabe (jl offenbar nur ein befonberer %aU ber wx^tx^ 
fie^enben, unb toir n^oOen bafier bie @urt>e (S*433, beren ®Iei« 
^ung auf folgenbe $orm gebraut tverben fann : 

(x« + y« +c*3* — 4c«x« ^ a* = o, 
tofott aU 9eif))iel nef^men» 2)ie ©leii^ungen (5) unb (6) M wx^ 
Jerge^enben §* finb ücßt: 

x"-.x'"" y'(x'2+y'«+c*) y''(x"Hy"«+c«y ^^ 

(x'« + y '« + c«)« — 4c« x'« - a* = o, 

(x"«+y"«+c«)* - 4c« X 
Z)ie betben legten geben burc^ 6ubtraction : 

y''— y/ _ _ Cx''+x^Kx'«+y'«— c«+x''Hy^'*j;2£*) 
x"- x' (y"+y') (x'Hy '* +c«+x'''Hy"* + c*)* 

2)er Ciuolient ,,_^~ tjl alfo brei Srüc^en gleidji. abbirt man 
We mit 2 multiplicirten S&^Ux ber beiben erjien, jie^t von ber 
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eutnme ten it$ brüten ai, unb combimrt bte Strnrer auf bie^ 

felbe aSeife ; fo erhält man : 

y^y ' _ Cx^^~xO(x^^» + y^^^ — x^a- y^^) 
x"-x' ~ (y"— yO(x"» +y"* ^x'«-y'V' 

toorautf folgt: 

(x''*+y''*-x'a-y'a) [(x''-xO*+(y"-yO^] = o. 
Z)er gtt)ette gaftor fann a(er ntd^t 9tull fetn , wet( fonfl bie 
l^eiben Setrfil^ng^punfte aufanmienftelen ; tt tfl alfo : 

unb folflli^i »egcn (10): 

x'* = x"* y'* = y"*. 
jDen ®Iei4iungen (9) gefc^ie^t ©enfige , fotDoj^I burc^ : 

x'»4-y'* — c*=o, 

ml^ti bie fünfte D,D,, D^D', (gig. 57) gtM, folglid^ Wc ge» 
meinf(^aftH(|^en Zangenten DD^ unb D|D^^ al^ bur^i: 

^= yi^ f^Wi*- x' = -x'S y'--y"; 

aber bie fo erj^altenen , burc^ ben SSittelpunft gei^enben gemein« 
f4^aftlid&en SCangenten EE' unb E^E^ (gig* 59) erißiren nur in 
bem brüten ^aUt. 

S. 68. 

ÜRan fagt : baß gmi Surioen einanber berühren, tt^enit fte 
in einem gemeinf c^af tlic^en ^nfte eine gemeinf(|iaftn4^e Xan^ 
g e n t e l^aben. — 2)ie gegenwärtige aufgäbe ijl alfo ebenfatt« nur 
ein befonberer %ail t>on S* 66, too bie beiben Seru^rung^punfte in 
einen {ufantmenfaKen. @inb alfo x, y bie Soorbinaten be^ 9e^ 
rfij^rung^punfte^ , fo ^at man 3toif($en ben beiben Unbefannten x, y 
bie brei ©letd^ungen : 

f (X, y) = o, P(x, y) = a, (11) 

f ^x (x, y) ^ F 'x (X, y) . ^i 

f'y (X, y) F'y (X, y) ' ^ ^ 

unb foIgIi((^ berüi^ren gt^ei gegebene 6ttrt)en einanber nur unter be«" 
fonbem 93ebingungen. Sntpalten ndmlicf^ bie ©letct^ungen (11) 
wiQffirfid^e Parameter a, b, . . • unb man elimtntrt x, y, fo er^ 
mt man eine 9ebingungögleid^ung a^if^^^n ^z b^ 



• • 



~ 95 - 

ml^in Hefr fatamttet genigfii m&fitn, wenn t>ic Reiben Qfurven 
timntn ietüfnmi foQeii. 

9etf))tel. — %üt jwei Jtrrtfe j^at natt: 
»' +y* = «•*/(« - a)* +(y - b)» = r» , (H) 

y y — b b 

Sitf ber ©let^nng (12) erfieBet : ba^ ber IBertt^tuttgdt^ttnft 
(eiber ihreife auf Ux Wtitttlpuntt^linit lit^t, unb wenn 
man a*+b* = d* fe$t; fo ^at man nacfi (12): 

a b v/ a* + b^ ' ^ 

wm : 

^ ar br 

»flb »egen bcr jwciten ber ®tei<!^ungen (11): 

(±r — dp— r'» = o, (±r + r'— d)(±r — r' — d) = o. 
Se^t man t^>t, fo (ann bet aweite ^octor nid^t 9IulI fein/ 
unb man jpat folglich : 

d = r' ± r; 
b. ^* bie gegenfettige Entfernung ber 9){ittelpun(te beiber Jfreife 
muf bet @ u ni nt e ^ ober berSDifferen) i^rer ^albnteffer gletd^ 
fem, totnn fie ftcj berühren fotten* 

S. 69. 

^tOButttf^et ®rt| iDflitKtt ein yiitiktO' (it0.27) brf4mbt| »er mit rtntr bewto- 
it^nii fl(t5 3»ct ft^r 0it0fliatf Curom bfrül^rmbni Cume frß verbunbin iß. 

g« fei f (x% yO s= bie ®Ieic|iuttg ber ben^egKc^en Sur^e in 
^^iie^ung auf ben $un!t (y aU 9nfang^))unft unb bie feß mit ij^r 
^ctbunbenen, alfo beweglichen Jlren O'X', 0' Y'. gemer feien 
w berfelben ffibene OX^OY gwei f efle »ren unb 9(x/ y) = o, 
ip (x, y) = o bie ©lei^iungen ber beiben feßen (Suroen in ®e)ug 
<tttf biefe feflen Siren; fo wirb eine Sage ber bewegli^ien Suroe 
but(^ bie Soorbinaten x« ^y, bed fünfte« 0' unb burd^ beu SBia» 
Ie( a ibeflimmt, wel(|ien O'X' mit OX btibet. @eet man in bie 
©leid^ung f (x', yO = o für x'^ y' i^re burcö bie Slran^formation«* 
fotmeln gegebenen SBertj^e, fo er^rt man bie Oteic^ung P (x, y, 
^if Yif «) = o ber beweglid^en Suroe in Se^ug auf bie fefleji 
?lren. ©röÄt man aWbann au^ : bag biefe Surt)e bie beiben fepen 
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Curi^en berührt, fo er^d(t man steiferen Xj^yi, a jwei Sebiitgung^^ 
gleid^ungen. unb toenn man a 2tt>tfd^en benfeKen eltmtntrt; fo be^ 
fommt man enbltd^ bie gefu(||le Glei^iung mit X|, y, be^ Drted 
be^ |>unfte« 0'. 

SDie Sled^nung toeretnfad^t ft^l fe^r, tt)enit bte beiben Slic^tltmen 
g e r a b e {tnb unb gu ben Soorbtnatenaren genommen toerben* — . 
SDte Serii^rung^bebingungen er^&It man altfbonn^ toennman in ber 
(Steigung F (x,y, X,, yi, a) = fuccef|lt)e x = o unb y =ro 
\t%if unb audbrücft: baß /ebe ber fo erhaltenen ©lei^^ungen mit 
einer SBerdnberlid^en y ober x jtoet gleid^e SBurjeln ]^at. 

SBeifpiel* — SHJelc^en Drt befd^reibt ber 
^ol einer ?Jarabel, bie \\ä) in einem rcrJbten 
jQinfel fo betoegt; baß fie bie beiben ©ci^enfel 
beffelben pet« berfij^rt? — Um bie ©leic^ung ber ^a^ 
rabel in Sejie^ung auf ii^ren $oI ju er{^alten , muß man in ber 
®Iei(|ung (9) in S. 7 ^ m = 1 unb x + d fiatt x fef en , rot>^ 
burd^ man erpdit: 

y'^ — 2dx^ — d* = o, 
unb xctm man in biefe ©leici^ung bie SBert^e : 

x' = (x - Xi) cos a+ (y — y, ) sin a, 
y'c=— Cx— Xj) siÄa+ (y — Yi) cos a 

fe^t; fo erhält man oXi ©leid^ung ber auf bie feßen Slren bejo^ 
genen ^arabel : 

(x— Xi)* sin^a + Cy— y i)*cos*a — äCx— x^) Cy— y i>in a cos a 
— . 2d (x — X 1 ) cos a — 2d Cy — - y , ) sin a — d* = 0. 
Seftt man hierin y = o , fo er^dlt man : 
(x — Xi)* sin* a -j- 2 (yj sin a — d) cos a . (x — x,) 
+ (yi*cos*a4-2dyiSina — d*) = o, 
unb cXi Sebingung ber Serfi^rung mit ber SIre ber x: 

2yi sin a = d. 
Sbenfo er^dlt man aW Sebingung ber Seruj^rung ber Parabel 
mit ber Sre ber y: 

2xiCosa = d, 

unb enbli^ aI4 ©leici^ung be^ Orte^ be^ $o(ed ber bewegti^en 
^Jarabet : 



x.a ' y.a d» 
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Scc^öteö Äopitef. 

ftangenUn in oerf4ite>enrB Coiir>ittateiif9fUmtit. 

f. 70. 

3rt biefem ©vflemc wirb bie Sage bcr lanflentc MT burct> ben 
SBtnfel OMT' = a (gtg. 111) befltmmt, werc^en fietnü bem natb 
bem Serüi^rungdpunftc M gcjenben Slabiu^^ector OA bilbet. GF« 
feien Q, S- bit Qfoorbinaten be^ §Junfte^ M unb (»+k, ^ + li bie 
beö Itna^hatttn ^nntM W. Stellt man bie Sefante MM' unb 
befc^reibt an€ t>tm ?5oIe mit bem ^albmeffer OM ben Ärei^bogen 
MN, fo gibt baö 2)reied NMM' : 

sin OIWL^M _ 6e^ne MN _ @e^ne MN goflen MN 
sin NMIll' M'N Sogen MN * M'N 

_ @e|ine MN ph 
~ Sogen MN • k • ^^-^ 

?d§t man nun bie ©efante MM' ji(^ um ben 5Junft M fo brepen, 
baf lic^ M' bem fünfte M unbefc^rctnft nd|iert, fo wirb bie 
@ef ante MM' cm ber ©renje jur 2: a n g e n t e MT , bie ©e^ne 
MN toixt> jur SEangente an bem Sogen MN unb mithin fenfrecf^t 
aufOA; atfo Orenae tjon OMM' = OMT' = c, unb ©renje 

^on NMM' = ^ — «• ^nbK(^ ifl ba^ SSerjidItnigi eine^ trei^^ 

bogen« ju feiner ©e^ne bef anntlid^ an ber ® r e n j e b e r Ä I e i n^ 
^eit == 1^ ^^^ fctglid^ toirb bie ®Uiä)mQCi) an ber @r enge: 

s'»^^^ — p @r. -J- ober tang a = p . ®r. -^ = — ^ ♦ (1) 
cos a ^ ^ (3,»^ j^ 

h 
2Bir paben »orl^in angenommen: ba§ ber 9tabiu^^eetor (> mit 
bem aOBittfel -^ juglei^ ju nimmt; abertoenn p abnimmt, tt)ä{>renb 
^ junimmt (gig. 1123, fo gibt ba^ 2)reic(f NMM': 

si n OM'M _ ©efine MN Sogen MN ^ ©epne MN ^h 
HiiiTNMM' Sogen MN * - M'N Sogen MN * k "' 

an bcr Orcnje ifi aber OM'M = «, NMM' = « -|-, unb 

man er^aft folglich bie ®lei(j^ung^ (1) n^ieber. 

®ct)niif<' (Soortinotrii0r0titctr:(. 7 
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i. 71. 

SBenn 9 für einen befonbem SSert^ ^0 ^^n ^ »erfc^winbet 
(Stg. 113); fo gej^t ein @urt)enin)eig OC burc^ ben $oI 0; unb bie 
2;an8ente an biefent 3tt(^etge i^ bie bent SSinfel #0 entfyre^enbe 
@erabe OAq. 2)enn läft man bie burc^ tintn $unft M ge^enbe 
@erante OM ft($ um ben fJunf t fo breiten , baf ft^ ber fJunft 
M bem $oIe unbefc^ranft näj^ert, alfo ^ ber Srenje 9luH; fo 
nähert ftd^ bie @ef ante ber ©ren^Iage u n e n b I i (^. 

eo ip a- S- bie 55oIarare OX (gig. 12) eine Tangente ber 
Spicycloibe in 0; bie 9ti(^tungen , für xotl^t g = o i% ftnb 
2:angenten an ben 9Iingen in gig. 68 u« 69* 

SBenn bie ©leid^ung ber d urioe trigonometrifc^e gunf tio' 

nen be^ SBinfefö S- entj^äft, fo iji bie SSefKmmung »on ®r. -jj- 

nic^t fo leicht ; allein xcix tcoUm nun einige einfache Sä^e ableiten/ 

toeI(j^e in loteten gäKen genügen. 

I) e^ fei o = sin S-f fo iji: 

h 



k slii(^+h) — sih^_ 
-h= h 



2 sin" cos r&+ ^^ 



sin ^ 
- cos 



(*+!-)= 



2 

®t. -|- = cos d. 
2) Qi fei (»=3cos^, fo tfl; 



I . ^. ^ 2 sin 5. si,/^ + 5-^ 
k _ cos C-»+h)— cos» 2 \ 2y 



h h 

h 




(*+ t)' 



2 

folglich : 

k 

®r. -T- = — sin &. 
h 

3) e^ fei Q = sinm^, fo fefte man m^ =^', mh=h', tinb 

man iat na^ bem Obigen : 

Ji ' k' k 

— =01 — -, alfo ®r. -7- = m cos ^' = m cos m ^. 

h h li 
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4} (S6 fei (> == eoB m ^, fa finbet man ebenfo : 

k 

h 
9tiipitl U — 9&t bit dpkycIoAe (f. 9, 3) ^at man (> :^ 2a 
(l-€os»);*f9ldI{i^: 

ianga = ^r — -. — - = — = — -— == = taiiff -- ; 

2 sin y cos- 

ttifo a = ^ . 

Sion bi« B CS^S- 13) ro&i^fi a t)on obii^^ ^^ ^^^ ^^ ^ ^^^ 

S^angentc auf bem 9tabiud))eclor f e n I r e (^ t ifl, 

Scif^icl 2. — pr Me in berSlei^^ung ^ = a + cos-^-^ 
ent^tene (Sutt^e Cf • 50) ^at man : 

tang a = - - • — — . 

sin — 
n 

3n ben ^Junften A, A', A", . . . (gig- 67, 68 u. 69) ifl 
a =: -^ ; t)ie Surve berä^rt ben g c o g e n fireid. 3tt ben fünften 

a, a', a'', • • . tfl ebenfalls a =- -^ unb bie ßur^e berührt ben 

{leinen ftrei^. 

Zit @ubtangente unb @ubnormaIe bejiej^en fid^ in bem 
9oIarf9fteme auf baä im $o(e O (gig. 113 a) auf bem IRabiu^^ 
«ector OM errid^tete ^e^^enbifel FQ, unb man ftnbet leicht: 

N = ]/^» ^ 1» 

St = ^, Sn =1/ »0 b« «firae wcflen ®t. -g- 

««tittl MMitt eine Mefrr ®r5f en , fo fann man offene« fet^ 
Me SCangettte unb IRomatc ft<ometrif($ conflruiren ; aUv in mannen 
pien iP e« einfBJ^er, ben mnUl a juconflrttiren. 

7» 
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^eifpiel 3. pr bie flY^iniebtf^^e Cpirale: 

Q = tL&, cgfig. 10) 

l^at matt : 

tang a = ^ ttttb Sn = a. 
2)te Subnortnale tfl a(fo c o tt fl a tt t / uttb ber SBütlel, tvel^ti bie 
SCattgettte ober bie Surt>e tttit bettt 9tabiu<9ector bilbet , n&ptxt ^ 
fpxiw&fyttni einettt r e d^ t e tt SSinfel. 

Seifpiel 4* gut bie j^y^etbolif^ie @|) i vale : 

a 

^ot tstati : 

tang a = — ^ , St = — a» 

^itx ifl alfo bie ©ubtangente c o tt fl a tt t. 

g e i f p i e 1 5. gfir bie ( o b a t i t |f ttt i f ((^ e epirafe : 

Q = ae"»^ 

ftttbet ittatt Ui^t Cf. Stt^attg) : 

lang o = — , St = ~ , Sn = mp . 



S(ud betu SBert^e t>on tang a fte^t tnatt : baf bie Sangente mit bem 
SRabiuc^oector einen conflanten SBinfel ntad^t. 
95eifj)ieI6* — gör ben ?itttue: 

a 

ftnbet man Icii^t: 

taug a =S3 — 2^ unb St = — 2a V^^ 
Scffpiel ?• — 3n bev Semni^cate: 
p« = a« cos 2^ 
f>at ntan: 

^eifptel 8. — 3n ber ©pirate: 
^n = an sin n -^ 

tang a = tangn^/ aI|o a = n^» 
SBenn a^ ben S33ert|f »on a bebeutet, ttJel^er bem SBSitifet -^ + n 
ober ber SCangente an betn anbern GFnbpunfte brr bnxi^ beti ^Jol 
ge^enben ©e^ne entfpric^t; fo ifiai = it C^+n), atfo «i— a = ii7t. 
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mitpin i^ Ut ffitofel awif^m ^en Uibtn Zan^ttn in ita dni» 
pmtun trgeitb einer tvxi^ ben 9oI «t^tnbca @e^ con^ant. 

f. 72. 

3n biffm ©if^etM »tri) Me eagc ber Sangenle MT C5<8« 114) 
tUTi^ Me Reiben SBinfel a,j3 befltmtnt, u>e((]^e bie oonbttt$olen0,0i 
nai^ t)m IBcrfi^ritng$))unfle M ge^cnben beiben Ütabienoectorcn OM, 
0,111 mit t^r M(ben. — ^i feien u, v bie (Sootbinaten be< ^unftetf 
91 unb tt+h, v+k bte eined benai^barten funltei M\ 3tept man 
bie @ef<m(e MM'S unb bef4>retbt au« ben ^olen 0,0^ mit ben 
^attmeffetn OM, 0,M «tet«boften MP, MQ ,♦ fo icitn b<e beiben 
X)Xtität MPM', MQM': 

sInM'MP _ _h_ sin mQW _^ MM' , 
iÜHttPiS' ~ MM" sin M'MQ k » i 

sin M^MP ^ sin MPM* h^ 
sin M'MÖ sin MQM' * k * 

<9efrt man jnr ® t e n a e über , fo »eiben MP, MQ refp. auf 
OM, 0,,M fenfpei^t unb bie SBinfel MPMVMQM' ret^te; 
folflli*; 

®t. M'MP = |- - o, ®t. M'MQ =zJ^-ß, 
unb: 

cos « m. " 

COS ß k 

Senn X, i* bie S3KnfeI bebeuten , ml^e bie 91 o rn» a I e bet Sum 
mit ben -Sectoren bilbet , f o ^at man : 

siu X rt»» ^ 

SIQ ft K 

3jl rtun bie ©lei^unfl ber ffur»e unter tcr gorm f Cf»/ v)= o gege* 
btn, fo ifl: 



fotflK* : 



k P'u (u, V) 

C08 g _ 'F^ ( n, v) 

cos ß F'u (u, V) ' 

sin X __ V'r (11, V) 
sin f. F'u (u, V) ' 
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ivorou6 fCc^ folgende geomelttfil^e (Son^ttctiott ergibt : Wuf bm Sec^ 
toten nimmt man t^om fünfte IME ava a^et ¥&ngen, torfd^e fi^wic 
bte SBert^e be^ 9(b(eitttngen )oer|»a(ten ^ fo iß bie ^Diagonale be^ au^ 
bicfen Sängen conßruirten ^araOelDgrammcd bte 9lormaIetei 
^ur^e. ^itUi ifl übrigen^ gtt bemerfen : bap j[ebe biefet S&ngen 
auf bem 9tabiu^t)ector felbfi , ober auf feiner Strlangemng genom^ 
men n)erben mug , jienai^bem bie übleitung ^ o f i t i 9 , ober n t* 
g a t i t) ift. 

9eif)>iel 1. — S>ie ®Iei(^ung ber ffOipfe ifl u + t =: 2i, 
alfo F'u = 1 , FV SS 1« 2)a« fJaraOtlogtamw ift folglül eäte 
9{aute , unb mithin H I b i r t bie 9{ormaIe ben SBinfel ber Sert«" 
ren, unb bie Tangente mai^t mit ben Oeetorint gleiche SSinfel. 

©eifpiel 2. — 2)ie Oleic^ung ber .g)vperbcl ifl u— v=ü», 
alfo F'u = 1 , FV = — L 5Dte Wormale ber JE^Werbet palbirt 
alfo ben wn bem einen ^tabiu^vectot unb ber Serl^ngemng M 
anbern gebilbeten fBHnh% unb bie Sangente ^ I b i r t ben wnW 
beiben Sßectoren gebilbeten 98infel. 

&nt Saipfe unb ^vperbel, ml^t biefelben Wt 
^aben , bur^fclineiben fx^ IfkttKii^ r e i^ t ti) t n f (i g , iba< H^ 
ibre Sangenten . im 2>ur(^f(^nitt^punfte ftnb auf eutanber f^n^ 
recbt. 

y0l - lltd)Uintmf9|lrm. 

3n biefem Soorbinatenfyfleme toixi bie Sage ber Sangente bur^ 
bte betben Sßinfel a, ß beftimmt, tDeld^e fte mit bem SlabätMect^c 
OM (gig. 115) unb mit bem auf bie SRid^tlinie gefäfften ^tt\itP 
bifel MP bilbet* 3itffi man burd^ M unb einen nafietiegenbett SJunft 
M' eine @ef ante , befd^reibt au^ bem $olc mit bem J£)albmeffer OM 
ben ^retdbogen MN unb gtel^t |u ber Sticf^tlinte bie ^ax^JkUMi 
fo geben bie ©rctede MNM', MQM' bie Sietationen: 

cos g ^ m JL — _ FV (u, V) 

cos /J • k P'u (u, V) ' 

uub für bte ißormale : 

sin % _ F^ Cu^ V ) 

sin ß ~ F'u (u^ v)* 

Seifptel 1.-- Sie ©let^iung ber $arabe( inbiefent 
orbinatenfyfleme iji: 
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u — v=so, atfo F'a= 1, F'r =— l unb a=ß 
2)ie Zanitnte $» a I b i r t olf o txn SBinfel OMP. 

^iecaiui folgt: baß gwei ^aca^ettt; tvtli^e benfelben 1)oT unt> 
btefelbe Sre paUn , unb beten 6($eitel auf beibcn Letten bei ^old 
liegett, fü^ re^ttoinf lig buv^fc^neiben. 

Qeifpiel 2. — 2>ie ^leid^unß ber <S((tpfe onb ^vperbel ift 
in büfem S^fleme : 

u 



folglM^ : 



= m ober u — mv = o , 

V 



cos o u 



cos ß V 

Wan erhält alf o bte Tangente , wenn man in ein $ec)>ettbifel 
auf OM nxii^Ut unb ben Siuv^\^nitU^mU beffelben mit ber ffti^U 
Unit mit bem fünfte M «erbinbet. 

«. 74. 

MitmefaiM Cioaimbnftflaii. 

Qi fei M (g«8. 116) ein ^unft bet Snwe, A,B bie beiben 
ffoorbinatenlinien beffribcn unb MC, MD i^re 9lonnarcnj fo »irb 
bie Sage ber SCangcntc MT burd^ bie beiben SBinfet a, ß benimmt, 
»el«^e ftc mit bicfen beiben ©eroben bttbet. C« fei ferner M' ein 
na^riieflcnbet ^unft ber (Sur»e, A',B' feine «oorbinatenKnien, 
p ber a»»f*e« -^ ""* ■'^' Kegenbe X{>ciC ber erften Wotmole unb q 
ber a»if<^ctt B unb B' «egenbe Z^til ber imitcn 9lotm«re ; fo 
geben bie JDteiede MPM', MQM' : 

sin MM'P ; sin MPM' = p : MM', 
sin MM'Ö : sin MQM' f= q : MM'J 

felöti* t 

sin MMT _, sin MPM' f_ 

sin MM'Q "^ sin MQM' ' q * 

Ocpt man jur Orenae über, fo »irb M'P 5Canflente an A 
in M ; atfo '• 

®t. MM'P ,= 1 a, 

unb ebenfo , weit an ber ©renje M'Q Slangente on B in M wirb : 

©r. MM'Q = |- - ^ ; 
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cos a 



= ®r. -E-. 



COS ß q 

3n Um xt^txoinlliitn Soorbtnatenfyflenie finb p, q nt(^t6 
anber^ ^ atd bie 3un)a((^fe h , k t>oii x, y, unb folglich ^at man : 
cos a ^^ h /a k 

sin /3 k n 

»ie früher. 

3n bm ^Jotarfpflemc ijl A ein Ureid, bcffcn Slomalf 
ber 93ector OM tfl , B tint vom $oIe au^gej^enbe ® erabe , bie an« 
bere ^loxmatt baö ?JerpenbifeI barauf , p ber 3un?ad[>d k be^ SRa^ 
biii^t>ectorö , q = P h , unb folglicl^ wieber : 

taiig a = () ®r. -r- . 

3tt bem © i ^) 1 a r f 9 fi c m e jinb A, B ixoti au« ben ^olen 
be[(^riebene Greife, beren ^formalen mit ben 9tabient)ectorfn jb- 
fammenfatten. 



@ie&cntcö Ä'apitcL 

Von itn ^fQUiptoten. 

i. 75. 

SBenn man einen unenblic^en (!urt>en}we{g AMB ($ig* 117) 
yat, fo fann e« gefc^efien: baß ber Slbfianb MH eine« fl($auf t)^^ 
Surtoe inöUnenblid^e entfernenben fünfte« Mvon ber ®erabenCD 
Heiner wirb, aU jiebe gegebene ober angebbare ®roge, b. 1^. SIuH 
gur ®renae ^at — unb ^Wbann wirb bie ©erabe CD eine afymp^ 
tote be« Suroengweige« genannt« 

993enn ß ben SBinfel bejeici^net/ welchen bie ®erabe CD tsä 
ber are ber y mad^t , fo ^at man ffir bie Differenj MN jwif^en 
ben berfelben äbfciffe entfpred&enben Drbinaten ber ®eraben unb 
ber Suroe : 

Sin ß 
unb bie 95ebingung: ®r. MH = o gejt über in bie gletc^bebeu* 
tenbe: ®r. MN = o, — 9Äan fann baj^er mdf fagen: Sin^ 
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af9m)>tole tfl eine ®erat)e von folc^er ®ef(^affen{^it , ba0 bie 
J)t|ferenj ber berfelben atfctjfe entfptec^enben Orbinaten bcr ©era* 
ben unb ber Sur)oe gegen Ttull convergirt; tventt bie HbfcifTe x 
gegen + od ober — od contergirt (t^ergl. §. 41), • 

SBenn j3 = o , b. ^. bie IBfymptote jur Sre ber y parallel 
i|l, fo tfi bie oWge Umformung ber ©cfinttion berfelben wnflatt^aft; 
aber in btefem gälte ifi bie 2)iffcrcna MN (gig. 118) ber bevfel6en 
Crbinate entfpred^enben äbfciffcn ber ©eraben unb ber Suroe tint 
®r6ge , tt>tl6)t gegen 91 u 1 1 con\)erg{rt , wenn y gegen + od ober 
— OD conoergirt , fo bag bie Slbfcijfen ber Sur»e gegen bie e n b* 
li(^e ©renae OE con»ergirem 

§. 76. 

Jlf9m|it0tcn I tDtld)e ju tn %u Ux y yarattrl pntf, 

2)iefe Sfvmptoten erhält man nac^ bem SSorj^ergeJenben/ wenn 
man bie e n b l i c^ e n SQBertj^e \>on x fuc^t , »cl^e y unenbltd^ 
ä^og matj^en. — SBenn bie ©leic^ung berSur^e eine erplicit^ 
(für y aufgelöste) ift, fo finb biefe SBert^e t)on x biejenigen , wtl^t ben 
9fenner bcS auSbrudeS üon y t)erfc^tt>inben mai)tn (§§.42,45)/ 
«IIb wenn bie ©leic^ung ber Suroe eine implicite iü; fo ftnbet 
wan biefe SOSerl^e t)on x auf folgenbe SDSeife : @ö fei m ber © r a b 
ber Suroe unb n ber H ^ fi ^ ©rponent t)on y ; fo er^^dlt man, 
wenn man bie ©leic^ung ber Surt)e nac^ y orbnel : 

g'Cx)y° +i/'(x)yn--»+ . . . + jiCx) = 0, 
^0 9, 1/; . « . n Polynome mit x bebeuten , meiere refp. fföc^ften^ 
bom ®rabe m-— n^m — ii + l,....in finb. SJioibirt man 
«lit yn ^ fo )fat man : 

9)(x) + ij;(x) — 4-, ., 4-^(x)— = o* 

SBenn nun, inbem y gegen od conioergirt , x enbli^ iUiht, 

i^ berfcbwinben bie ©lieber ^on bem jweiten an, unb an ber ©renje 

Hi man : 

9 (x) = 0. (1) 

Umgefejrt, wenn x gegen eine ber SBurjeln ber ©leid^ung (1) 
<^ont)ergtrt , fo con\)ergirt einer ber SBert|?e »on y gegen od. 2)ie 
ju ber are ber y paratteten aftjmptoten »erben alfo bur^ bie r e^ 
eilen SBurjetn ber ©leid&ung (1) gegeben. 

S3 e i f p i e l. 2)ie ©leid^ung ber gegebenen Qnx'ot fei (§. 49) : 
x^y* + (x«~4) (y-x)* - o, 
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fo ffnbct man: . 

(f (x) = X* + X« — 4 = 0. 

2)(e beit>en reeKcn 9Surje(ii bitfer ®(et0ung ftnb: 

X = + 1/ v/iT - 1 
•^ 2 

weU^e bte (ereilt tur^^ ein anbetet STZtItel gefunbenen $lf9m))toten 
geben (gig. 66). 

3eboc^ gibt eine reelle SBurjel ber ©let^ung (1) ni^t notj* 
ivenbtg eine Slf^mptote , unb man muß j!^ no(^ fibetjeugen : bap, 
wenn x gegen eint SBurjel ber ©teic^ung (1; con^ergirt, ber gegen 
OD cont^ergirenbe SBert^ »on y reell ifi; benn wenn bcrfelbe ima^ 
g i n & r i^, f o eriflirt ber u n e n b I i c^ e Qfurt)en}n)etg niifU - 
3fl 3. ©. bie ©leic^ung ber ffurtje: 

y» (X - D« + (4 - x«)= 0; 

fp ift: 

, (x) = Cx- 1)S X = 1. 
Slber »enn man x einen na^t bei 1 liegenben Sßertf» gibt , fo iß y 
imaginär. 

S. 77. 

25ie ®Ieid[iung einer foI<fien af^ntptote ifl: 
y, = ex + d, 
»0 c unb d jwei ju bepimmenbe Sonflanten ftnb. ©enn y, yi bie 
berfelben abfciffe entfprecjenben Drbinaten ber Sttrt>e unb ber ®^ 
raben btbeuten, unb y — y , =5 g gefegt wirb ; fo ijl a eine gunfticn 
wn X , welche gegen 91 u 1 1 conioergirt , wenn x gegen od cont)er^ 
girt. 2)er betrachtete unenblic^e (Sur\)enswetg wirb folglid^ Hxif 
bie ®Iei(^ung: 

y = Yi + 6 = ex + d + s (2) 

aujgebrudt. 

^eifpiel. — gur bie in §* 44 betrachtete (iuxx^t ifl: 

y = X ± ^]/x»+2x« — 5x — 6; 

y - y, = £ = ± 2 l/i, + i. _ A -. ^. 

^ X ^ X« X« X* 

eö con^ergirt alfo s gegen 9?uU, wenn x gegen oo converflitt/ 



i _ 



- 107 ~ 

unb fotqU^ ffi bte (Berate y = x eine 9 f 9 in)) tote, fo ba| bie 
btibtn Sttrt^enjmeige AFD, AFtD| (gig. 60) beK Dttt^meffer DDt 

iur H^ifmptote pabtn. 

8IU6 bet ©leid^ung (2) folgt; 

y d • 

X X X ' 

ttitb mm d e it b ( { i( bleibt unb e gegen 91 n 1 1 cont^ergtrt, tbenti 
^ flegelt OD coitt^etgtrt ; fo ifl : 

c = ®r* -2^. 

X 

2)er 9tt4^tung«coefftctent ber 9lf9m))tbte iß fo(g^ 
Hi^ntd^td anber«, al« bie ©rente gegen n>e(^e ba< 

Serjfiltnig -2^ contoergtrt, wenn x gegen + 00 ober 

-oDCont)ergirt. 

aui ber ®Ie(<^ttttg (2) folgt an^ : ^^ 

d:= y — ex — « ; alfo : d = ®r. (y ~ ex), 

§• 78- 

2)a^ aUgemeine SBerfaM^n, buri^ loelc^e^ man toenig« 
fiend bei algebroifcben 6ttrt)cn bie äSertf^e ber beiben ^axoß 
mticx : 

c r= ®r. -^, d = ®r. (y — ex) 

^efKmmt , ifl folgenbe^ : 91<i(l^em bie @Iei(^ttng ber ^ur\)e auf eine 
8 a n } e gornt gebracht ifl , fa^t man bie ©lieber wn g I e i (| e n 
3)tmenttonen in eind jufamnien, n)ie in §• 64, fo bag man pati 

Fcx, y) = 9(x, y) + *(x/ y) + • - • = o- 

6e$t man in biefer ©leicbung ux für y, fo wirb, »eil 9 (x, y), 
* (Xf y)/ • • • 1^ m g e tt e ^Jolpnome refp» »om ®rabe m, m— 1, • . . 
Unb: 

9ix,y^^x^<pii,n), tj>(x,y)i=xm-t i/;(l, u), ..• 

Unb wenn man mit x^ U^ihitt ; fo nimmt bie ®Iei(^ung ber durt^ 
fofäenbe gorm an i 

* X X 

SoniDcrgtrt nun ii=^ge3en einen tntlid)tn SQBevt^ c, toapxcni 
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X gegen OD . contJ^ergitt , fo t)erf(^»tnbett an ber Orenje attc ©lieber 
wn bem iwtittn an , unb. man pat : 

9 (1/ c) = o. (4) 

Umgefel^rt / n)enn c gegen eine SSurjel ber ©leici^ung C43 con« 
t)ergirt / fo con^ergirt tin SBertlj^ von x gegen ± od. 

2)ie JRic^tung^coefficienten ber Sffvmptoten werben alfo bnx^ 
bie reellen SBurgeln ber @(ei4^ung gegeben, tvelc^e man txWU )venn 
man ben X^cil 9 (x, y) ber gegebenen Gleichung, welcher von 
ber l^öd^flen 2)imenfion ip, =0 unb barin x = 1; y = c 
fe^t. 

SDSeiter oben tpurbe gefegt : 

y cx + d + fi . d + e " 

X X X 

k 

unb toenn jie^t d -f 8 = k gefeßt wirb ; fo ifl u = c H • ©e^t 

man nun biefen aSertff für u in bie ®lei4>ung (3) unb tnttviielt, 
fo fommt (2ln|>ang, gormel 38) : 

k k^ 
o = 9(l,c) + 9'c (l.c)— + i9"c«(l,c) — + 

1 k 



+ 'I' (1/ C) — + rl/c (1, C) -f + 



X X' 



• • 



+ X (1/ O ^ + . . . . 

unb wenn man mit x mulfiplicirt, foei;{tältman»e8en9(l,c) = o: 
0= U'c(l,c)k+i^(l,c)]+A— + b1+..». (p) 

^^ ^^ ^L 

?äßt man jießt x gegen 00 conoergtren, fo conioergirt k gegen einen 
ertbti(|)ett SQSert^ d, unb man ^at an ber Orenje : 

9'c(l,c)d + ^(l,c) = 0, 
alfo: 

9 c (1/C) 

wovani man ftept , wie bie €onflante d , welche für bie STf^mptote 
bie Crbinate im anfang öpunf te ott^btaa, gefunben wirb. 

25ie ®reid!>un8cn (4J unb (5) sei»«" mit^n oOe , ni^t gu ter 
2lre ber y poratteren Slf^mptoten. — 2)a bie Olci^ung (4} pöi^flen« 
t)om iiten @rabc ift unb bie ©leid^ung (5) ffir Jeben SBert^ »on c 
nur einen SBcrtp »on d gibt; fo gibt eö ^8#cn« ii nii^t a«*^« 
Sxe ber y pflrattele afjmptotcn , unb ba eö ^ö^iflenö m — n a« 
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bex %xt ber y pataütU Sfymptoten gibt, fo folgt : ba§ eine al' 

gebratfc^e Sttrt^e be^ mtm @robed M^fl^ntf m Sf^mp« 

loten ^at 

9 e i f )> t e !• — jDte ®Iei((ung ber gegebenen dur^e fei (f. 45) : 

y* (x + a) - X (X - ft) (X - b) ä o 

ober: 

(xy3 _ x»3 + (ay« + (»+ b)x«) - ftbx = o , 

fo Stil jnnd^^fl X s — a eine )u ber Hie ber y pataUtk afpm))« 
tote EiE (Stg. Cl). 

gemer iji: 
9(l,c)=o = c«-l,c = ±l,d= X^ = + l^, 

(ii gibt alfo 2tt^eiS[f9mptotenHHi,KK|, welche ju bcn^al^ 
iixuittinitn ber SIrenvDinfel paxaM jlnb unb ft^ auf ber Slre ber 

X in einer entfernung Ol = a + — toom »nfangipttttf te fc^neiben. 

S. 79. 

Bemrckungm. 

1) 3Benn man amil für c unb d ein @9ßem reeller enblic^er 
9Bert{ie gefunben ^at, fo folgt barautf noc^ nici^t: baf e^ eine 
af9m))tote gibt — unb man muß ftc^ außerbem )oon ber 9i eali tat 
be^ unenbli(]^en Sur^eniU^eiged überzeugen» 

2) 9QBenn ber belrad^tete 2Bert^ t)on c ben Su^bruif (p^c (1, c) 
auf 9{ u n rebucirt / aber i|^ (1, c) ni(^t ; fo nimmt k mit x sugleic^ 
unenbli^ in, weil fonft i/i (1, c) = o toäre. jDte 3(f9m)>tote 
liegt alfo in unenblic^er Entfernung, b. p. jte erifiitt nic^it* — 
S^^ataTfoeinunenbn^er$urt>enjtt)eig nic^t im* 
mereine Slf^mptote, toaö j. S. fcjj^on bei ben Suroen 
yn _ xm = o ber gatt ifi. — gür bfe ^arabet y* — 2px = o 
W won c = o unb d = od. 

3) aaSenn ber aOBertl^ t)on e |ugleid{> 9'c (If c) unb t/;(l, c) 
mf4)tt>inben mad^t , fo fiat m<in gur SejKmmung \)on d eine ®Iei^ 
(|iung be^ iWtittn @rabe^: 

i 9"c2 (1, c) d« + l/;'c (1, c) d + z (1, c) = , 
tt)el^e jtoei parallele afpmptoten gibt; aber ber betrejfenbe SQBertj^ 
t)on c ijl eine boppelte 35BurieI ber ©lei^ung 9 (1^ c) = , fo 
bag ber obige l*e^rfa$ über bie a n j a ^ l ber Slfpntptoten nod^ fiatt* 
finbet. 
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©eif»>ier. — (St fei: 

xy* + ay" — a«x 4- a» = o , 

fOtjl: qpCl, C) = C», C = 0, 9)'c (1, C) = 2c , 9)f'ea (1, C) = 2', 

V,(l, c) = ac«, i^'o (1, c) = 2ac, x 0- c) = — a«. 
©a bet SBertJ c = o b<e SiK^rftde q>'c (1, c), ^(1, c) ouf 
91 u n »bttctrt , fo ntuf man au t>ev ®Iet(^uns be« atoeiten ®r«betf 
*• — ft* = o fibergejen, we((^ 8**J •* = + a; unb- e« gibt 
folglich awi a« ber «re ber x paxaMt «fymptoten. 



80. 

JlCfniftottR alf ertq^ra »tr ConftiUra 

e« fet MT (gtg. 118) eine a:on8ente in'M, unb wir wottc« 
und «orfieHen , ba§ fl(^ ber Sinüpxnniipmft M auf ber ^ut9e AB 
in« n n e tt b r i 4> e entfernt ; fo nfi^ert fi^ ik S^ongente einer ® r e n j« 
( a g e CP / wel^e wix au befltmmen fud^en t990en. — SDi^ @ret< 
d^nng ber 2:angenie im fünfte M ober (x, y) iß: 

f'y(x, y)^ 

f'y (X, y) ' V ' f'yCx,yJ / 
«nb e< fommt barauf an a« ^nben : 

f'y (X, y3 V-' f,y (X, y) y 

md^ S. 64 ijl : 

xf 'x (x, y)+yf'y (x, y) = -- ^x, y) - 2 *Cx, y) - . ..., (i) 

worauf folgt / wenn man -^ = u fe^t : 

f'xCx, y) y . 1^(1, u) . 2x(l, n) , 
f'y (X, y) "- k + xfu (1, u) + x'«^'„ (l,u) +••• 
Sottbergirt nun x gegen qo, fo convergiren bie @Kebet vom 
atoeiten an gegen 9t u 11, unb t€ iß foIgIt(^: 

'V (x/ y) x 

©iefelbe ®ret(^ung (i) gibt : 

xf^x (X, y) + yfy (X, y) _ rl>(x,yl + 2x (x, y) + « ♦ • 

f'y (X, y) 9'y (X, y) +z'y (x, y+. . . 
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Kit ©teil a« >« XaiiBenl«« »P «<{• «U^W «l»««, «W »>>< 

$. 81. 

J)a« 3ei(^«i bet ©ifferenj y - y» = « le^rt , o* bie «urve 
ö 6 e t , ober u n t e t ber afijtnptote Hegt. SBenn in ber ©leu^ung 
((•) in J. 78, d+ 8 für k gefeet »itb, fo etf^dlt man: 

9'c (l,c)e+ JL [<p''ea d/ C) j 4-1''c (l,C)d+x(l,C)+. . .] =0, 

« = LI £ .^ +Be+C — 1-... I. 

xL <j>'cCl,c) ^ -• 

3)ie ©lieber ber {n ben filonmem ßeffcnben ®xi^ ent|ialten 

»on bem gwciten on ben gactor t, ober — , unb ti ^\ht forglii^ 

einen SQSert^ «on x, «on weltfern an ber ^a^Xtvxotxt^ iti erßen 
®fiebe« größer \% (Ai bie ©umme ber 3«5len»ertje aßer fotgenben 
©lieber , fo baß baö deinen hti erßcn ©liebe« ba4 Betd^M ber 
sonjen in ben jtlaunnern fU^enben ®rö§e i^ 2)er unenblit^e 3we>g 
einer algeiraif«|en (Sur«e Mei^t alfo «oit einem gewiffeu 
$nn{te an fletö aufberfelben @eitc ber Slf^mptote , unb ba« 
Bciifien bc^ er^en ©liebe« : 

örtt an , auf tt> e l (^ e r ©eite. 

53eif<)icl. — gür bie in $. 45 betrachtete (Jut»e ifi, wenn 
nar ber S93ert{i c » 1 in i^ftra^t gejogen wirb : 

ttnb e« fmb brei gfifie iu unterfii^eiben : 

1) e« ijl b < 2a C\^2 4-l). - 3tt bicfem gatte ifl A po* 
Uti« «nb «ponn» auf ber Seite ber pofitiioen x, unb 
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n e g a 1 1 )) auf ter Qtitt ber n e g a tit) en x. :iDer Sutvenjtptig CD 
(Sig« 63 u. G4) liegt mitpin über tet Slfvmptote IH , unb ber 
3wctg F, Gl unter ber Slfvmptote HHi- 

2) <2?^ tjl b > 2a (v/2 + 1). 3n btefem gaUe t|l A n c^ 
gatit); unb e^ ftnbet ba^ ©egent^eil flatt (^tg. 613. 

3) e^ ifi b = 2a (v'2 + 1). ^ier <# A = o , btc @Uu 
c^ung mit e rebucirt flc^ auf: 

+ ^'c (1/C) — + ... = 0, 

unb ba^ 3ei4>en t>on c ip ba^ X)Ctt — ^r^"!/^'^^ = - — = ~ a, 

9>'c (I, c) c 

J)ie beiben 3n)etge CD, EiGj (gig* 62) liegen alfo unter ber 
, äfvmptote. 

(b > 2a C\/2+l), Sig- 61, 
b > a /b = 2a (v/2+1), gig. 62, 

(b < 2a(v/2+n, gig. 63, 
b = a , gig. 64 , 
b < a, gig. 63. 

S. 82. 

Sorl^in fiaben mx gefeiten : baß bei a l g e b r a i f (|> e n ffurt>en 
ein unenbliti^er 3»eig »on einem gewiffcn ?5unHe an jlct^ auf 
berfelben @tiit ber afvmptote bleibt, xoa^ bei tran^ccnbenten 



SIIIX 



X 



Surfen nit^t immer ber gatt tfi. ©0 ge|!t j. ö. bie ffur^cje y = 

ebne ©nbe »on ber einen ©eite ber 2lre ber x aur anbern über, 
inbem fie fid^ biefer Slre immer mejir nähert unb bie Oöcittattonen 
biefelbe amplitube ^aben, tpa|>renb bicfe Slmptitube Mi ber 

Sur^e y = fortwä^renb abnimmt» 

fdi^^tv l^aben tt>ir ben Slf^mptoti^mu^ nur gn)ifci(>en einer Surüe 
unb einer -©eraben unterfu^^t; aber man fonnte bicfe 2:|;eorie auc^ 
t>erallgemcinern unb ben Slfpmptoti^mu^ jwifc^en awei SurtJen un^ 

terfud^en, ©0 a- 53- ^i^ ^^^ Parabel y = x* tinc Sif^mptote ber 

1 

(5ur\)e y = X* H — -. 
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SBntn man auf trgeRb eine SBcife bie OrMnate y tn eine Dtet^ 
tnimdclt, wd^t na^ ten abnef^menben ^otenjen 9on x fort^ 
fd^reiW , fo bap ntast (at : 

a—i , a^a a~3 > 



^ X ^ X« ^ X» ^ 

unb man fe^t je^t x = od; fo et^fift man offenbar al^ 01et(^ung 
ber /nimm l in igen afpntptote: 

y='an X» -|- an— i x»— » +• . • -f ai x + a©. 
Senn u = 1 ifi# fo ifi bte®Iei(^ttng ber gerablinigen, nic^t 
gu ber atre ber y paraOelen afpmptote : 

y = a,x+ao. 
3{ln= 2, fo i{i bie ©letc^ung ber parabolifc^en Slfvmptote: 

y = aaX« + ajX+ao; 
u. f. f. 

SeifpieL — 3){e @Ieid^ung ber dufot fei: 
X® — ay (x — b) = o 
ober: 

_ X» 

^~ a(x-b)' 
fo errettet atttt&4>fi: bo§ bie x = b entfpred&enbe Orbinote eine 
gerablitttge Slfpitiptote x% 25ie Snr^e j^at aber au<^ tinc paxa^ 
Jolifc^c Slfvtnptote, »eld^e man etl^ält, »enn man 

UL eine üttifyt entwidett unb bann x = oo feftt» — »uf biefe SBeife 
er^dft man aU ©Xti^ma biefer %^^mpMt : 
ay = X« — bx+ b« 

ob«: 

ay - |b* = (x-4b)S 
tt^el^e eine gveoi^ntiitt Parabel audbrüdt; beren Parameter = a 
nnb beten ate ju ber ber y paxaUtl tp. 

S. 83» 

3n Mefem e^jiewe lann ein ßuröenaweifl auf brei »erfc^iebene 
arten nnenblicf^ werben, ndmfid^ 1) e nimmt unbefd&rÄnft su, 
wenn 3^ sefl^« tintn fefien SDSertJ « con\)erairt/ ober 2) q cowtv 
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fitrt gegen einen feflen Witxt^ a , wenn & unbefi^tänft w&^% ober 
3) fott)o{^t f aU ^ nimmt nnenblid^ ^u. 

1) & fei AMB (Sig. 119) ein QFun>ensn>eig , beffen Stabin«^ 
^tctox ^ = OM gegen od con^ergirt^ tDenn & gegen ben SBitiM 
LOX = a ccn^^ergirt: fo tfl: 

tane &• = — , tang a = ®r. -21 := c. 

X X 

jj)ie getablinige 9f ^mptote CD , t»tm {te ejrißirt , tfl a(fo gn 
bem unenbliclien SBector Oh paxalltt , unb e^ ifi iM nod^ bie 
gegenfeitige QFntfetnung OC biefer beiben f^araQelen gu fmbeti. & 
ifl ober offenbar : 

OC = ®r^ MK = ®r. p sin (* — a) , 
too bie ?finge OC auf ber in auf OL fenfred^ten ®erat>en jur 
Sinf en, ober Sle^^ten toon genommen »erben mnf, jenacb' 
bem jte »)ofitit), ober nt^ati^ i% 

SSti^pitU - gttr bie ^pperbel ifi (§• 7), (gtg. 9): 

^"^ 1+ccos^' ''^ ^' 

unb wenn a ben SEBinfel bejeic^net , beffen Softnu« == — ^— iji; 

e 

fo toäd[i{} ^ oon :r-£— hii co, toenn ^ t)on o bid a kofi#. ferner 

1 + c 

ffat man : 

mg— psip(g— ^) _ P sin (g — ^) _ p cos4(a— ^) ^ 

1 + e cos * e * cos a— cosd e * sin |C«+^) * 
f olgK* : 

0C = ®r^MK = ?- = _L , 

esina v^e*— 1 

unb toenn man biefe Sdnge jur 91 e (^ t e n s^on OL nimmt ; fo tx^ 
mt man bie Sage ber aifym^tote CD. Snblic^ ifi : 

MK — OC = g = 2. . ^"^ g c^s i (^— g) — sin j (^+ «) 

e * sina sin| (^ — a) 

^ p cos g sin ^ (^ — a) 

sina sin| C^+a) 

2)er (Survenbogen liegt alfo g to i f d^ e n OL unb ber Kf9m))tote. 

2) 3Benn q gegen einen feflen SBertf^ a con)>ergirt, toi^renb ^ 
unenblid^ xoa(!^^ : fo j^at man eine Spiralaf^mptote be^ Jtreife« wn 
bem ^arbmeffer a. — (Si fei g. 33. bie ©leid^ung ber gegebenen 
Sur^^e ; 
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= ^^ _ a 
^ 2^-1 ~ . _ JL ' 

2^ 
fo con^crgttt ^ abnehmt gegen a , wenn & gegen + od eon^^er^ 
Qxxt , xotftvLxö} man eine aufler^alb betf ftteifetf ^ s a Itegenbe 
S^>iraIafvmj)tote erj^aU. — Senn * gegen — oo con^ergtrt^ fo 
ton^ergirt (> uoteber gegen a , aber wac^fenb^ nnb man bef ommt eine 
innerhalb beffelben ftreife^ Itegenbe @t)traIaf9m))toU. IBetbe 
Sptrafen laufen fibrigen« in gtt)ei unenblic^e Sttrt)enin)eige AB, A^B' 
Oltg« 120) au^ , wel^e biefelbe geroblinige afpmptote CD ^aben. 
Sumeilen tebucirt ftc^ ber {)albmeffer a betf iheife« auf 91 u I (, 
uQb atöbonn ifl bie Spirale flfymptote eine^ fünfte«. @o a* S- 

toinbet fFd^ bie Spirale ^ = 4r »naufl^örlii^ um ben 9>o( , inbem 

fte ft(|^ bemfelben immer me^r unb mel^r nfi^ert. 

3) Sßenn q unb^jugleicl^ gegen od convergtren, mie bei 
ber Sr^imebifc^en Spirale p = a^, fo ^at bie Snr^^e meber 
eine f rei^f ormige , no(^ eine gerablintge Sfymptote* 

ttebnng^aufgaben. 

1) S)ie Curioe y»=ax«-)-x» ^ai bie »fpmptote: y =:x4-|-. 

2) 3Dic Surbe y« = ^ ^^^^ Jot brei »fpmptoten, nämKcb 

bie IC = a entfpred^enbe ^aradele gur Slre ber y unb bie beiben 
btttc^ bie Oleicjttttgenr y = ± (x + a) au^gebrütflen ©eraben. 

3) Z)ie (Eurbe: 

X» — 3ax» -h a» 
^ "^x»— 3bx+2ba 

$at brei Sfymptoten , nSivxli^ bie x z= b , x =^ 26 entfpre^ 
d^enben Orbinaten unb bie burd^ bie ©leid^ung: 
y = X — 3 (a — b) au^gebrödte ©erabe. 

4) 2)ie (Surbe : ay* — bx» -f c* xy = o j>at bie »f^mptote : 






5) 2)ic (Ettt»e : y* — x* + 2bx» y s= o Jat Me Itciben Äf^mp' 
toten r 

8* 
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6) 3>it 6ttt»e : a» y« — b» y - X« = o $at Wc fcetUn. paxa» 

73 Die Qumi y =j:p^ l>« tie arc fccr x gut flfpmptote. 
83 Die Stttvc : ^^ = -^jp=^ + \/-^ ffüt swci afpmptoten, 

wo))Ott tte eine mit Ux 9ixt ber x einen SBinfel ))pn 45® ma^i 
mb ixt anbere auf biefer «re fenfrec^t ifl. 

9) Sie Cur^e : ax* + 4c» xy — by* = o pat eine bar* bw 
anfanfl^punft gej^enbe Slfpmptote, mitist mit bet «tc b« 
X tmn äBinfel btlbet^ beffen trigonometrif^e SCanfiente 

103 2)ie (Snt^t, beten ^Jolargleic^nng iß: 

^at ben ft r e i d ))on bem ^albmeffer = 2a unb ben |) o t a^ 
S(f9m)>toten. 
113 2)ie änvot : 

e = ;^^ C5i8^ 81) 

l^at a«>« ßerablinige Jlfipmptoten , wetd&e mit ber ^)5olaraie 
SBtnfel = ± 1 iilim , unb eine Äreiiafpmptote ^on tem ^att^ 
meffer = a^ 

123 (Snx^t: (x ~ 23 y = (x — 13 (x — 3), 

afymptote : y = .x — 2. 
133 6ur»e: Cx + 13 y = (x — 13 x, 

Slfymptote: y = x — 3- 
143 Curöe : x* - y« -. a« := o, 

äfjjmptote: y = + x» 
153 6ttrt>e: »y* + x»y — ax» == o, 

Slfymptote: y = — a* 
163 eur\)e : (x* "- D y = (x« + 1) x , 

Slfymptote: x = + i^ y = x- 
17) eurt)e : y» -^ 2xy« + x*y — a» = o 

afvmptoten : y = x ^ y — o. 
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18) dum: xy« — y = ax» + bx« + ex + e, 

Slfrmpioirn : y = ±x \/a"± — = , x = o. 



Hon ^<ti Ctnl^nfttiiijtf- ii>fr tfretijmriini. 

$. 84. 
SSenn man eine ®{eu|ittng: 

f (X, y, a) = (13 

Ht, i9orin a ein wiütüxli^tt Parameter ifl, fo tnt^pxiifyt jiebem 
icfonbcrn SBertf^c \)on a ou^ eine befonbere ffurve^ unb bie ben 
hcihn SBerilf^en a unb a + h be^ ^arametet^ entfptec^enben beiben 
ßutjjen fci^neiben fid^ im atagemeinen in einem gewiffen ^unUt M' 
(S^ta* 121), beffen Soorbinaten ben betben ftmultanen ®Iei((ungen : 

f (X, y, a) = 0, f (x, y, a + h) = o (2) 
genügen* SBenn inan in biefen ©(et^ungen h aU e o n ft a n t unb 
aate t)erdnberlidfi Utxa^ut , fp txHU man ben Drt ber 
%nUt M', wo jiebe ber dvivotn f (x, y, a) = o \)on ber ßur^e 
^^^f Yf a + h) gefc^nitten wirb, unb um bie ©lei^ung biefe« 
^^i^d ju erl^alieu/ mufl man a jwif^^en biefen betben ©lei^iungen 
rtiminiren. 

3)er Ort, »el^^er ben ^ux^^^ütipuntt M' von f (x, y, a) = o 
^it f (x, y, a + h) = o unb ben ©urd^fc^nittfpunft M| ^m 
f (x, y, a — h) 5= mit f (x, y, a) = o ent jaft , ]^at )wei 
Wuer fünfte M' unb M, auf ber Sur^cje f (x, y, a) = o , unb 
fcic Se^ne M, M' ijl bem Orte unb ber legten Sttn>e gemein. — 
^^^§t man nun h unenbltd^ abnel^men, fo nähern ft$ bie beibeft fünfte 
^'/ M , berfelbcn ©renjiage M unb bie gemeinfc^aftlic^e Sepne 
^itb eine gemeinf(^aftli^e a:angente ber Sur^e f Cx, y, a) = o 
unb be^ Orte^ ber ?Jttnf te M. — Siefer Ort wirb ber O r t b e r 
iucceffioen Sur^ifd^nitt^^unfte ber burc^ bie ®tei^ 
^»ng CD au^gebrödten Surfen genannt. 25a berfelbe atte 
Wefe Surt)en berfil^rt, fo um f^ lieft ober um pöUt erbiefelben 
filei^fam ; unb wirb be^^alb au^ bie Sinfd^Iießung^^ ober 
(SinHHungtfcurve genannt CSig« 122). 
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di tann flefc^e^cn : bag iit ffuroe f (x, y, a) = o We dunt 
f (n, y, a + h) = o In mt^x ati einem fünfte fdjneibet, 
unb aWbann (erü^rt bte (Ein^fiaungdcurve (ebe nrnffüUtt (Ettvt>e in 
meieren f^unften. 

S. 85. 

6lH4tmg Ut CtfttiAitfiifcitnif. 

%üx iit ©teic^ungen (2) fann man bie Reiben folgenben fe$en: 

welche beASDrt ber Ranfte M' audbrfidett; toenna ^tt&nbctli^ 
iß. — Set Drt ber fünfte M toixh fotgtid^ burd^ bie beiben ftmul^ 
lanen ®Iei($ungen: 

autgebtfidt; b. ^* bie (Sin^Mitxn^icnx^t n)irb burd^ bie beiben @ffi' 
(jungen : 

f (X, y, a) =i 0, f'a (X; y; a) = o (6) 

oudgebrfid t , unb man et^dtt fte burc^ eine ®(et(^ung au^gebrüdt, 
xotnn man a gwifd^en btefen beiben legten ®Iei(^ungen eliminirt. 
9 e i f p i e I. — Wian foQ bie Um^äaung0cttrt>e ber ©eraben : 

m+a m— a 

ober : 

(m + a) y + (m — a) X + a* — m* = o ^ 

t09 m eine Sonßante ift , finben* — ^itx ift : 

ra = y — X + 2a = o, 

unb xotm man a eliminirt; fo erj^&It man für bie ®{eii(ttng bei 

(Sin^fiQung^cttr\)e : 

(X — y)» — 4m (X + y) + 4m» = o , 

mel^ fo(gIi(i^ eine Parabel an^brfiA. 

f. 86. 

SBenn bie eingebüßten Sur\)en burd^ tint ©leid^ung: 
f (X, y, a, b) = o (6) 

vxil ixo ti )9er&nberlid^en Parametern a^ b^ meiere ber Slelatton : 

9 (a, b) = o (73 

genügen mfiffen , au^gebrüdt werben , unb man eliminirt b ; fo 
fommt man triebet auf ben erßen $aO. SOein biefe ({Elimination 
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iji ni^t notptotnbiii benn wenn b + k btt 93ctt^ wn b t^, mU 
^x Um Serl^f a + h )^on a entfpru^t ; fc wirb btr Ort bct 
"fmlit M' oit^gebrfldt burc^ : 

f(x, y, a, b) = o, fCx, y, a + h, b+k) =o, 
9 (a^ b) SS o , 9 (a + h, b + k) = o. 

6e(t man ®r* ^ = B' unb ge^t )u ber ©tmge Aber (Sn^and, 

{formef 33) ; fo erhält man bte (Etn^saungtcttroe , wenn man mit 
ttn @ret4^unaen C6) unb (7) bte 3 w e i ©(eic^ungen : 

f'a + f h . B' = 0, 9'a + 9'b . B' = 0, (8) 

Ober bie eine (Dleid^ung : 

«etlinbet. 

9eif^iel 1. SBeld^e« ifi bie Sinj^flEunfl^curbe einet ®t* 
raien t>on confianter Sänge 1^ beren Snbpnnfte ^i) auf gwei 
ref^iminfltgeH Slren bewegen? — di fei AB (gig* 123) irgenb eine 
bet Sagen ber ©eraben ^ A = a, OB = b ; fo ifl bie ©leic^ung 
berfclben : 

X V 

' — + ^ = 1 ober bx + ay — ab = ; 
ab 

unb: 

a« + b» = P. 

Won (at alfo : 

t\ + f 'b • B' = y — b + (X - a) B' = 0, 
9'a + 9'b . B'= a + b B' = o- 
Sirb au< ben beiben legten ©(ei^ungen B' eliminirt; fo er^ 
liilt man : 

ax — by = a* — b« , 

unb wenn man btefe ©leid^nng vaii ber erflen berbinbet : 

A» b» a * 2 ,* 

x=^, y =r= E-; arfoa»=x*F, b« = yM5; 

^olf^M^, xotm biefe Sßert^e bon a^b^ in bie aweite ©tei^nng gefegt 

»erben : x» + y* = l» 

ober : 

(x«+ya-P}» — 27Px^y» = o 

aM bie gefugte ©leic^ung« 

^i lapt ft^ au^ ber einer befonbern Sage AB ber ©eraben 
entfpre4fenbe $unft M ber Sinpäaung«cur\)e leicht ftnben* ^on^ 
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iixuixt man n&mXi^ bad Stehet! BOAI unb f&ttt an« I iaß Jicx^ 
penbifel IM auf AB ; fo ifi M ber gefuO^te funtt. 3)enn t« ift : 





AM= ^, 


BM 


a' 
~ 1 


• / 


uttb bte 


d^nlti^en :&cete^e MPA, 


BOA 


geben : 




MP : b = 


b« 

« 

1 • 


K 




WOtfttt^ 


folgt : 

MP=: y = 


b» 

= TT' 






unb ebenfo ergibt jt(^: 




. 






X — 


a« 
"F" 







Die 6ur»e beflej^t au^ ^icr fllcid^eu 3»eißeri (gig. 124) , unb 
»enn bie ©erabe bie Sage CO Jat , fo ift na<^ ber bor^erge^enben 
(Sottflrttctiott C ber enlfpred^enbe fJnnft ber GEm^öttttngicttrw» 2)tV 
beibeit Bwelge CD, CDi berühren folgfic^ bie«re ber xin C, unb 
bie beiben Svotigc DC, DC^ berüj^ren bie Sxe ber y in D. 

9eif^ieI2. SinHHung^cur^e ber ©eraben 
px + qy+1 = d , wenn p, q burc^ tint ©lei^^ung be« 
gleiten @rabe^: 

Ap« + Bpq + Cq^+ Dp +Eq +F = o 

loerbunben finb* 

2)ie ®Iei(^iti% : 

gibt l^ier : 

2Ap+Bq+D _ 2Cq + Bp + E _ Dp+Eq +2F 
X y 1 * 

%uS biefen beiben legten ©leid^ungen , wtl^t in Sejug auf p 
unb q t)om e r ft e n ©rabe ftnb , ergeben fid^ ffir p, q SBert^e von 
ber gorm : 

_ «X + g^y + a'' _ ßx + ß'y + g^^ 
P rx + /y + r'' ' ^ yx + y'y + y" ' 

tbel(^e, in bie gegebene !Re(ation fubfHtuirt, auf eine ©(eid^ung 
fül^ren, bie in SBejug auf x unb y vom g w e i t e n ®rabe \% 2)ie 
@in]^fittungöcurbe ift atfo vom } tt> e i t e n ©rabe. 
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1) Z)ie ®hi^unQ ber VLm^üllangicuwt ber bur^ bte ®(ei0ttiig: 

y = ax + r ^TT^, 

worin a ein lotxanbtxliiftt Parameter ift, au^gebrftffted 

(Surfen tfl: 

X« + y» =rS 

bte Um^uttunftöcur))e olfo eis ft t e i <• 

2} ^te ©leicl^ung ber Umf^fiattng0cur«>f ber^^^^^b^In: 

y* = a (X - a}, 

n>o a einen loeränberlici^en Parameter be}ei(^ret ^ ifl : 

X 

unb brücE t mtt|^in awei ®erabe ani. 

3) Z)Te ® Iei(!^uirfl ber Um^üIIungdcuroe ber <f ( ( t )> f e n : 

— 4- ^ = 1 

a« ^ (k-aj* ' 

morin a einen ))er&nber(t(^en Parameter bebeutet^ tfi : 

X* + y* =i k*. 

4) X>it ®Ieid^ung ber Um^udung^curioe ber ©eraben : 

a ^ b *' 

n)0 bte Barometer a, b berSebingung: 

m ' u 
gcttfigen muffen, ijl: 

b. p. bte ®(ei4^uttg einer auf ^mi 2:angenten aii 9ren be^ 
jogenen ?JorabeI. 

5) 2>te ©retd^ung ber Um|^fiffung«cttr![>e ber burc^ bie ©letd^ung : 

(X - aP + y^ = b« 
au^gebrudten jl reife, tco a, b ber Sebingung: 

b» = 4 ma 
genügen müjfen, i|l: 

y« ==: 4m (x + m); 
welche mitj^in eine 55 a r a b e I au^brfltft. 

6) 2)ie ©letc^ung ber Uml^üttung^Iinic ber burd^ bte ©teid^ungen : 

a* ^ b« ^' m* ^ 11« ^ 



1 
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au^ge^r Äfften (SllipU^ ^ß« 

i^ i y. = i, 

m n 

tvelc^e t^ier ® e r a b e aulbrii(!t. 

i. 87. 

etatt eine Surt)e burd^ bie Soorbinaten tj^rer ^i^i^^te )tt U* 
flimmen , f ann man fte an^ bur^ i^re Slangenten be^mmen. 
X)ie Cage einer ©eraben px + qy + 1 = o wirb burd^ bie beiben 
@ti^tn V, q befKmmt , unb ünt ®Iei(^ttng F Cp^ q) = o jtoif^itn 
biefen beiben ®xi^tn ixndt eint flettge Steil^e «)on ®etaben, b. ^ 
bie SinbüUun^^cut^e au^. — Sßir {laben )^tf^in gefeiten, bafi, 
wenn biefe ©Uid^ung )oom a w e i t e n ®rabe ift , bie burc^ fte au^' 
gebrfidte Suri^e in Se)te^ung auf x, y an^ wm ) tt) e i t e n @x^ 
tft; unb umgefe^rt u>irb bie Ser&ffrungdbebingung awifc^en eiset 
®eraben unb einet Surt)e be^ ^weiten ®vabed bntd^ tint ®tti^ui 
be^ jweiten ®rabe^ nac^ p unb q au^gebrädt. — Z>ie aOgemeine 
®Iei(^ung M imittn @rabed mit p unb q brfldt a(fo biefelicn 
durocn au^ , ali bie aQgemeine @Iet((ung iti jtoeiten ©rabed mit 
X unb y. 

(E^ feien f(x,y) = o unb PCp^q)=o bie®W(buttgett ber^ 
f e I b e n Surte in beiben (Soorbinatenfyftemen, fü l^aben toix itxtiii 
bie aufgäbe gelöft: bie Sangente (p^q) in einem ^nnttt 
(X, y) b e r (S tt r t) e a u f i n b e n ^ unb bie 9IeIationen. erhalten : 

P _ q - - 1 _ 1 riff^ 

Tx fy xf'x + yfV ~9 + 2x+ • ^ ^ 



• * • 



S)iefer 9(ufgabe entfptid^t in bem neuen Soorbinatenfyßeme Üt 
anbete: ben auf bet S:angente (p, q) liegenben $un(t 
(X;y) ber Sutt)e a^ beflimmeU; unb ^oetmöge bet®Iei(^ttn9 
C9) l^at man bie 9IeIationen von betfelben %oxm: 

y Y__ -i _ 1 

F'p F'q pF'p+qF'q (P4-2Jr+../ 

£)ie beiben @r5ßen p unb q ^ welche bie Sage jiebet Sangente 
beflimmen, toerben Slangentiatcootbinatengenannt.— &^^ 
®Iei(^ung be^ erflen ©rabe^ Ap + Bq + 1 = o mit Sangenlial^ 
coorbinaten btudt einen $unft m^ , beffen Sinienccotbinaten 
X = A, y = B ftnb ; bcnn bie be»egli(be ®erabe, beten ©leir^unfl 
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m garabltntgett Sootbinatm px + qy + 1 «s o ifl, ge^t fkctt 
bur(( btef tn ^unft/ unb bie ttm^Aauiigtfciitt^e rebncirt ^(( auf einen 
fünft. 

(Ein 69^em aweie? ®(ei<^uttgen be< erflen ®rabe< mit Zan^ 
ftentialcoorbinaten brfldt eine @ e r a b e an»; benn n^enn man bie 
btiben ©leic^ungen fftr p unb q anflöft , fo ereilt man itoti U^ 
ftirnrntt SSert^f p = a, q = ß, xotl^tt bie Qoorbinaten einer 
@rraben finb. 

3m SOgeineinen^ bie gemeinfc^aftKd^en Huflifungen atoeier ®(ei^ 
((nngen mit 3:an8entialco0rbinaten geben bie bet ^Tangenten ber 
Um^fiHungtfcurven , welche gufammenfadem 

Um ))oti ber ©(eicbung einer Surtoe F(p, q)=o in Xangential«' 
ctotiinaitn ju ber ©leicbnng f Cx, y) = o berfelben 6ttrr)e in ge^ 
raMtnigen (Soorbinaten fiterjugeffen , muf man p, q 2mif$en ben 
btti (Steigungen : 

F (p, q) Ä o, ^ = jJL , px + qy + 1 = o 

eliminiren , woburd^ ffd^ ergibt : 

X _ y _ — 1 
F'p F'q pF'p + qF'q * 

98enn bie ^unftion F(p, q) wm mtm ®rabe ift in Seaie^ung ouf 
p unb q / fo iß bte gunftion pF'p + qF'q aud^ wm taten ®rabe, 
fann aber mitte(fl ber @Iei(bung F CPf q) = o auf ben (m— l)ten 
®rab gebraut t»erben« 

Diefe^ neue Soorbinatenfyflem ifl «on^Iilder unb S^dle« 
eingefftj^rt. 

9 e i f )> i e I. Benn t)ier fünfte A unb A^ B unb B' gegeben 
jtnb, bie Um^üSungdeurt^e ber ®eraben {u finbeu/ xotl^t fo be» 
fi^ffen ftnb, ba§ ba^ |)robuft ber 9bfl&nbe einer (eben t)on ben 
beiben ^'unften A;A' au bem f3robuIte ber abßänbe berfelben ®e' 
raben von ben beiben anbern fünften B,B' in einem eonfian» 
ttii SßerfidWntjfe jhbt* 

Z)te ®Iei(bung ber Um|^äSungdcur))e ifl in 2:angentia(coorbi^ 
naten vom anleiten ©rabe, unb mitj^in ift bte (lur^oe aud^ vom atoei^ 
tcn ®rabe. SBenn ber abjlanb ber Tangente vom fünfte A 91 uM 
ifl/ fo ifl ber vom fünfte B ober B' aud^ iWuII. Sie Surve be# 
rü^rt alfo bie beiben ®erabcn AB, AB' unb ebenfo bie bciben ®e* 
raben A'B, A'B', b.^ fteifl in baö »i^re« ABA'B' bef(brieben. 
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Von Ut üt&mmttng nit^ Un CooittUn itt ttumtn. 

S* 88. 

5« fei MM' (gtg. 125) irßcnb eine (inty>t unb MT bie San^ 
gentc in M* ?o§t man biefe Sangentc auf bct gurt)e fortrotteti, 
fo ifl ber 3BinfeI (o , welchen jte in irgenb einer Sage mit tprer an^ 
fdnglid^en Sage bttbet, eine (^unftion bed ton bem lßerü|irutto6^ 
))unfte burc^Iaufenen Sögend s. j£)er äSinfel cd n)irb bie 93 ie^ 
fluttg be^ Sogen^ s genannt. — 3m Greife t>ott ei* 

ntm beliebigen ^albmeffer r ifl o = — , b. J. b i e S i e g n tij 

r 

tfl bem Sogen proportional/ unb bie Biegung eined bet 
Längeneinheit gleic^^en IBogenö ober bad 93ert^&ltnig ber 9i^ 
gung eine^ 5treidbogen^ 3n feiner Singe toirb bie firfimmuns 

Ui streifet genannt, unb folglich burd^ — , b. l^. bur<^ ben reci' 

r 

prolen SQ3ert$i feinet {)albmefrerd auägebrudt. 

SBenn bie SurtJe fein «rei« ifl , fo ijl ba« SBet]^fif tnlf — ni^t 

s 

nte^r conflant, unb brudt für einen gen^iffen IBogen s nur bi( 

mitHere^riimmung, b. l^. bie gleiil^farmige^rfinunung wxi, 

welche ber Sogen fiabeu müßte, bantit feine Siegung = o ipfirbe. — 

tcift man aber s unenblid^ abuej^mtn, fo briUEt (9r. — bie Stxim* 

muttg ber Sur))e im $unft^ M an^* -* SSenn man auf ber ^tx* 
male, unb gtoar auf ber conca)^en €eite ber (inx'ot , eineS&nge 

1 ta 

MO = r «)on folc^er Sefd^afpenjeit nimmt, baß — = ®r*— ifl, 

r s 

unb au^ bem 55unflc mit bem ^albmeffer r einen Ärei* bf^ 

fd^reibt; fo pat biefer Ärei^ bicfefbe Ärfimmuitg, aW bie (Jur»e 

im 35unlte M, unb toirb beö^alb ber Ärummung^Irei^, fo 

wie fein SWittelpunft beritrümmung^mittelpunlt für ben 

55unft M ber Surve genannt. 
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9r|liminiiii0 tt§ Arommniif 0krrifff . 

Z)a6 ^tx^&ltni^ tinti Survenioflend )u feiner 
Qt^nt ^at bit (S in^ ti t )ur ®renge^ totnn biefer®o# 
ften«nenbli(^ abnimmt— iEBenn ber ffiogeu MM' (gig. 125) 
^inrei^enb Heinifl^ iamit tt feine Sontoeritdt fleM na(^ berfelben 
6et^e k^xt ; fo i^ berfelbe Idnger ali bie Sef^ne MM' unb Ifirjer al^ 
bit euvmt ber beiben 2:an8enten MT^M'. S&Ot man wn T| auf 
bic 6ejne bo« ^erpenbücl TJ) unbbejeicdnet bieSBinfel TiMM', 
TiM'M refp* mit li, ß% fo Jat man: 

MD M'D 

unb ber Sßvuü^ : 

MD + M'D MM' 



MTi+ M'Tj MTi M' 
Uegt nai^ einem iefannten a(ge(raif((en @a$e )t9if(tien conti 
unb cos ^^ unb ba bie SBinf el ^, ^' in^llti^ mit s gegen 9Z u 11, 
alfo cos fi , cos n' gegen bie (S i n 1^ e i t cottt)ergiren ; f o $iat 6er 
le^te 9Ttt^ l>te (Sin^eit aur @renae. 9tun ift oben 

MM' MM' 

MT,M' > 8 > MM' atfo 1 > i^ >^^,, 

S 

2>er ftrfimmung^mittel))unft i|t nitfyti anberd, aH 
bie ©renjlage be«Z)ur(^f(iinttt^))nnfted gweier it* 
tta(|barlec Stormaien* — XKwx.t^ fei ber j&utx^fd^nittö^ 
^ttft ber 9tomaIen in M unb M', unb vim OTj üi jDur^effer 
toerbe ein ihrei^; bef#r4ebett, fo ge^t berfelbe burd^lK uitb M'* 
Sejeidt^icr ferner Q ben SHtrc^effer biefe« fireifeö unb s' benJIJt^ 
gen MM' beffelben, fo ijl: 

Z. MOM' = o == 

aber au^ : 

€0 (O S , ^ 

"s' "^ s * s' "F 

folgU(^: 

®r*-^ = l ttnb®r.-^ = ®r.-^ = -, arfo®r.D = r. 





G} 
8'» 


s s 


MM^ 


s' "" MM' ' 


8' ' 
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3)ie ®ren}e ))on TjO ober MO ifl olfo = r, unb mttlftn bie 
® r e n 3 e be^ 3iuxi)S^nittipnntM atoeifr Unaifhaxttx Stotmalen 
ber ftrilmmttitg^mtttelpunf t. — ^itxaui folgt :ba§berDttbef 
ftrfimtttttttg^tttittelpttnfte ni(^td anber^ ifl, altf bet 
Dtt ber X>ux^S^nittipunttt ber fucceffit)en 9lor^ 
malen ober bie (Sin^üllun^icux^t berlefttern* 

QF« fei: 

f (X, y) = o (1) 

bie ®Iei(^ttng ber Surve« fo ift bie ®Iei(^ung ber Stormale im 
5Jttnf te (x, y) : 

(X - x)fV - (Y - y)rx = o, (2) 

X)iefe ®Ieid^ttng ber Normale ent^dlt iwti 9er&nber(i(|e $ara^ 
tneter x, y, toeI(|^e ber ®Iei4^uttg (1) genftgeK maffett, unb man 
erff&It bie Sin^&IIungtfettr^^e ^ loenn man mit ben beiben (e^teit 
®Ui(|iungen tto0 bie folgenbe : 

(X-X)f ^xy-(Y-y)P^xa-f^y _ (X-x)rVa ^ (Y-y)f^^^y +P^ 

Fi ~ f'y 

ober: 

(X-X) (f y f'xy- f X f'y») - (Y-y)f'y V\t ^ f\ f'xy) 

^erWnbet , woran« ^x^ ergibt : 

X~x_Y-y_ f^^x + f V 

f'x ~ f y «"V f"xa - 2f 'x f'y f'xy + f'«x f'y« 

- , -^ > (4) 

2)iefe ©leii^nngen C4) geben ben ftrfimmnngdl^albmeffet r nnb 
bie Soorbinaten X, Y Iti Jtrfimmnng^mittelpnnfted. — Senn man 
X, y jtoifi^en ben ©leicJnngenCl); (2) nnb (3) eKmintrt, fo erj^Ät 
man bie ®Iei(|nng ber dinHIIung^cnrt^e ber tRormalen. 

Seifpiel L gär bie (Sllipfe f^at man: 



± r 









X« 




y* 


X-x 


_Y-y 




a« 


+ 


b» 


X 


y 

b» 




X« 

a*ba 


+ 


b«aa 
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X »• y b«^' 

«3 — b' a'— b* 

worou^ folgt, wenn «tan =» e tmb — - — = d fcftt: 

a D 

nnt) ^ec Ott bev ftrünratung^tnittelpunfte , weither in %i%. 126 bar« 
fltfteltt tß , wivb au^gebrätft bitr(^ He ®(e{((ttng : 

gernet iß : 

,_.«b« r^ + 3^V - »Hb«-(x»+y«)^ 



_ (a*— Ca«-b»)x«)* 



IT 



a«b 

33ott A itid B nttmnt r }»/ unb foIgU^ bt« Jfv&mmuiig aK 
9eif)>te(2. ^ar bt( $9))ecb(r iß: 

unb a>enn tnan fe^t : 

fo )])ub bef in S^S» 127 bargefiellte Ort ber ftrümmtttigdntittelpttnf te 
bttTc^ bie ©lei^ttng : 

au^ebtildll / unb für ben ftrftmtnttng^l^albtnefrer ^at man : 

Va*^bV "~ ab 

Oenn 1i$ bet ^VLxAi M auf bem Surt^enatneige AH immer 
toetter t^on A entfernt , fo ccnbergirt r gegen od , unb folgltd^ bie 
ßrfimmung gegen SluIK 

© e i f p i e I 3. gfir bie ^arabel l^at man : 
fCx, y) = i (y* - 2px) = 0, 
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X-x _ Y~y _ _ p' + y« _ p+2x _ 



+ r 



— P y P* P ^pHy'' 

x = ^^IlP. v=-D* Y* r- <P'+y*>^ 

2>e( Ott tiec j(raimttungämtm())unfte C$tfl> 128) ^at a»^ 
©Innung : 

pY«= ^ (X-p)S 

unb wenn ber anfangdpunft bec Soorbtnaten m ben $unft C «er« 
(efit »icb^ »Q bte (Sitnc Üt SUc b<c x f^uteibet : 

pY» == -^ X». 

1) Silr We auf i^xt afympiotcn aW Stoen teaogcnc Hyperbel: 

xy = m* 

ip We ©Icid^ung be« Drte« ber Ärfiwniung^mittcrpunfte : 

(X + T>** -- (X - Y)^ = (4iii)*, 

unb ber Arümmung^^albuteffer : 

= m±y2r 

* 2in* 

3ay2 = X» 

tp bte ©{etd^ung be^ S)xM ber ^rfimmung^mütelpunfte : 

81XY«=^16(2a±Ca*-6aX)*y (±a« - 6aXj*-a), 
unb ber Arfimmungö^albmeffer : 

(2 a + 3x)^x^ 

^== — iTTi — 

3) Sür bte ^ 9 p c y c to i b e : 

3t* + y* = a* 
tfl bie (iUeüi^ttne be^ Drted ber j^rummunglmtttelpuiifte : 

CX + Y)* + CX -^ Y)* =5 2a*, 
unb ber ^fimmutig^l^albmeffer : 

e = 3 (axy)* 
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4) gfo bic tvtWH : 

y x= r. arc »In vers» — + y2rx - x* 

ifl btc (Blfubnng be« OrM bcr lh&inmitii8<mtttcl|Nnif te : 



Y = r arc sin rers. 



(*^) 



- )/2r (4r-X) - (4r - X)«, 

wtU^ eine bet tr^n g(ei(^e d^tUiU an<ttfiA^ unb ber 
<rfiittmttng<]^a(httefret : 

(>= - 2x]/nx (27 - X), 

i>r4 rinm iit4rt avf »n Cnr»i Ibf cti^ni f nnlu $^inu Utormolni 3» sit^tn, 

SSenn x, y bie Soorbmaten be< ^uppunfte^ ber 9{annale itnb 
^1/ yi bie be4 ^t^tUntn ^untM htitii^ntn, fo mfiffen festere ber 
®(et4ittiig (2;) genügen, nnb man |^at fiXsIi^^ bie ©leic^nng: 
Cx,-x)fV -(y,-y)rx=o, (5) 

2)te ftntttitanen ©leic^nngen (1) unb (5) befUmmen bie ^uf^ 
fünfte ber gefüllten Stormalen, nnb ba beibe wm mtrn ®rabe ftnb ; 
fo folgt: baf man im HOgemeinen bur4^ einen gegebenen ^unft 
on eine dnrot be< mten ©rabetf m' 9lomtaIen )ie(en fann. 

^a bie 9lormaIe« ber gegebenen (Svlxu 2:angenten ber (Sin^&U 
Ittng^cutt^ ftnb , fo lauft bie in 9tebe ßepenbe aufgäbe barauf pitti» 
aud : bttt^ einen gegebenen ^unft Sangenten an bie itotitt Qf nrt^e 
)tt )te^en* SBenn ber gegebene ^nnlt P in ber 9lä^e ber ccnt>eren 
Qtüt einetf (Iurt)en3iveiged (tegt , fo lann man ] ko e i Zlangenten 
«tnbenfelben iit^tn, unb bie OFubglei^rnng jrat ato ei gleiche SSuri* 
}än (ffe fann itoax no(| anbere SBurjeln ^aben, adetn btefe ent^^ 
fprei^en Z;angenten, beren SerflfMtttngdpunfte nic^t in ber 9ld|^e 
bon P Hegen)« SBenn ft(( ber $unft P ber Sinff^Iief ung^curoe 
nd^ert, fo nd^ern fU^ bie beiben SBuraeln ber ®Ui^itit , nnb toenn 
ber ^ttft P a u f bie SinpKung^eurbe ffifft ; fo ftnb fte einanbet 
gleich» 2;ritt enbli^ ber ^unft P auf bie eoneat)e ^xit ber^ 
felben Hwot , fo erifliren bie beiben SCangenten nxiiX me^r nnb bie 
beiben SSnrieln ber @nbglei4fung toerben i m a g i n & r. 

S e i f p i e I. 5)te gegebene ettrt)e fei eine (5 1 1 i p f c (gig. 126), 
unb n>ir tt)oSen ben ^nnU P aunäc^fi i n n e r ^ a ( b ber <f inj^au 
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lung^curt^e annej^tnen. @tne Zan^tnU, totW^t auf tem St»tigt CD 
fortroUt ; gel^t j tv e i m a I burc^ brn $unft P , unb totnn fte auf 
DCi ober CDi fortroKt; fo ge^^t {tc nur tinmal burc|^ brn 
$unft P« aSan fann a(fo t>on P auc^ t>ter Sangenten an bte 
Sinj^üUung^cuYVe , unb folglicl^ ^itx 9lormaten an bie SSipfe iio 
l^cn* — SBenn ber ?)«nft P a n f ber Stnfifittung^curüe liegt , fo 
gtbted nur brei 9?ormaIen, unb n>enn er enbltc)^ augerf^alb ber^ 
felben liegt ; fo gibt e^ nur i n> e i Ütormalen* 

Sei ber ^ 9 p e r b e I ftnben biefetben Sigenf^^af ten ilott ; unb 
an bte $arab el fann man brei; itoti, ober nur eine 9?or^ 
male jie^en, jenacf^bem ber ^unft P innerhalb, auf^ ober 
au^er^alb ber Sinj^äUung^curve liegt. Sdti ber Parabel i^ 
übrigen^ bte fi^ burd^ Elimination, »on x jwifc^en (1) unb (5) 
ergebenbe (^nbglei(|iung : 

y» - 2p Cx, - p)y - 2p«y, = o, 
unb bie Sebingung ber SRealiidt i^irer SBurjeln: 

8 

füi^rt auf biefelben Folgerungen^ 

$. 91. 

Cvtlutm. 

(Si feien MMi unb M'M', (^ig. 129) jwei Benad^battc IRor« 

malen , unb aü$ i^xtm 2)uiri^f(^nttt^)>unfte^ werbe mit bem ^olb« 

meffet OM ein Äteiöbogen befd^riefien , weld^er OM in I f4>ncibet j 

fo ifl : 

m IM' 

®'^-Sog.nkM' =°' 

wenn ber $un{t W ftc^ M unenbltd^ nähert, ^enn ba^ ^vtitd 

mm' gibt: 

IM' _ sin M'MI ■ 

MM' sin MIM'*' 

c^ iß aber: 

™^_iMl mm; jj. IM' _ MM' sin M'MI 

8 ~ MM' ' s ' '"* 8 ~ , 8 ' sin MIM'* 
SSenn M' ftci^ M unenbltd^ nähert, fo werben Ml unb MM' Zm» 

genten in M; foTglic^ t|l ®r. M'MI = o unb ®r. MIM' =-|, 

„ ^ sin M'MI . . -., _ IM' 

siu MIM' s 
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S« feien ferner M„M', bie ben yiinflenM,M' entfprei^enten 
Sx&mmunQ^mitttlpuvitt , f9 i^: 

(Sir W\M' - MjM _ . 

:{)enn ti t^: 

M',M' — M.M = M,0 + OM', - IM' = III,Oni't - IM', 
M',M' — M,M _ M.OM'i IM* j_ 

®t.!!i2SV=i,er.!S:=., 

8, 's 

unb wegen — = -^ : — ijl : ®r. — = — , m r, r, bie 

Sj Si 8 8, Ti 

Srfimmung^lfafbineffer ber beiben Suri^en in ben fünften M unb M| 
unb 8, s' bte einanbcr entfprecbenben Sogen berfelben be* 

iti^ntn. £)a^ Serf^dUnig — , ^ai aber im SUIgemetnen einen enb^ 

IM' 8 

(tc^en 9Bert^; folglich ifi ®r. £üL ^ JL = o, itnb mithin bie 

8 8 1 

gefttcl^te ©renje = 1. 

au« fcem SBorj^ergeJenben folgt »eiter : bagbie2)ifferena 
MiM — NiN 2n>if(|^en a^oei beliebigen ^r&mmung«^ 
Hlbmeffern bem Sogen MiN| ber (Sinjiiinungtf^ 
€ur\)e gleic^ifl/ toelcbetawif eben ben beiben ent« 
fprec^enbenJirfimmung^mitUlpunftenMi unb N| liegt« 

Denn e« feien M\, M"j, . • . eine grogeanjajl jwiftlienHIi 
unbNi licgenber ?5unfte ber ein|iuaung^cur\)e,M', M', M'\M'\. . . 
bie entfprec|>enben ICangentcn ober Normalen, ferner bie fucceffiioen 
©ifferenjen '1SL\W - M.M, M'^ M'' - W^W, . • . refp. 
jle«^ 8, d% . . ., bie Sogen M,M't, M'iM",, . . • refp. gleicif 
8i, s'i, ♦ . ♦/ bie ©ifferenj N^N — M,l«[ = A unb ber ganje 
Sojen MiNi:=S,; fo ifl: 

A Ä + Ä' + Ä" + • • 



• • 



S, s,+s',+ s".+ . . . . 
eine TOittelgroge jtt)if(^en ben einjelnen Srfidfien — , -^^ 

Sj 8 I 

^ , • ♦ • . SBirb nun bie Slnaa^I ber 3tt)if<^enpttnfte flI',;M"i, •. • 

u tt e n b I i c^ g r g , fo ijl bie ® r e n i e jiebe« einjelnen ©rud^e« =1, 
folglich au(b : 

•^ = 1 , alfo A = S. 

9* 



1 
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aimitfelung einer Qurtt nennt mm bte Qe^nmunfi (tt 
getablinigen Sänge be^ Sogen« berfelben; itnb nac^ bem m^ 
ffergel^enben @a$e mxi olfo ber Sogen M i N^ ber (Ein^&anng«' 
curt)e ober iti bxM ber ^rümmung^ntitielpnnfte bur^ bie 2)if^ 
ferenj ber ben Snbpunften Mi,N, entfprec^enben beiben JSrum« 
mung^f^albmefTer NiN unb M\Wl abgetoicfeU au^gebrudf, 
toe^l^alb biefer Ort bte CFt)oIute (abgen^itfelte) ut^ bte gc 
gebene Snxu bte d^ol^cntt (Hbtotdelnbe) genannt n)trb. 

Senft ntan ftc^ in Ai einen \)offfomnten btegfanten , umni-^ 
bepnbaren ^aben befefitgt, ml^tx bi^ ju bem f^unfte Mi auf bie 
dwlntt getotd elt unb bann gerablimg nac^ ber Xangente Mi M 
gefpannt ift, befefUgt in M einen @tift, unb n^ttfelt ben fletd gUti) 
fiarf gefpannten j^aben wieber ab ; fo befc^reibt ber @tift offento 
bie Sur^e MM' « . . A. 3)enn toenn a« fd. ber Serfi^rnngdpunÜ 
na^ N| gelangt ift, fo ^at ber gerabe Sf^eil be^ gaben« umiit 
Sdnge be« Sogen« M|Ni gugenommen/ ift alfo = N^N gen)oM 
unb folglicl^ beftnbet ftd^ ber 6ttft in N. 

9QBenn ber @tift in irgenb einem anbern fünfte P be« %aiaii 
befepigt wrb, fo befc^reibt berfelbe eine anbere Curve PPT" . ♦ *f 
toel^^e ebenfalls al« (£«>oI))ente ber gegebenen @ur)E>e MiN,A 
betradl^tet tt)erben fann, totil nad^ ber CErjeugung«art biefer ^weiten 
«uroe ber Sogen M^N» = N,Q — M^P ijl. ©erfelben Cum 
!5nnen alfo unenblid^ t)iele Sootoenten entfpre^en^ berengemetn^ 
f(]^aftK(^e Normalen bie Zangenten ber (Soolute {tnb. S)er swif^ctt 
gtt>ei (f))oIoenten liegenbe Z^eil biefer 9lorma(ett tft conßant, unb 
.bie (St)oIute iß ber Drt ber ^rammungdmittelpttnfte ffir fämmtli^^ 
'Sooloentem 

« 

e« fei fCx»yD =0 We Ore^ung einer «»otiBenU CM)/ f«»« 
x^ y t)te Soorbinaten te« $unfte^ M, X, Y Me ted ^{t<^ F 
unb k ber conßante ^anb MF; fo i^at man: 

X— X Y— y k 

f'x "^ f'y ~ \^f «x + f »y * 

Sliminirt man x, y gtolfc^en biefen brei ®(et<i^ungen; fo erhält 
man eine ©(eic^nng mit X^ Y, n^elffie irgenb eine ber d^^ 
))enten au^brfitft , )»vl k tin »)iafurli($er Parameter iß* 
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Von Un JRtttelpnnMen. 

S* 92. 

ein 9^ntt fin^ Ttitttlpuntt einer dnxH, totnn itit 
buv(^ btn\tlf>tn ge^enbe ®erabe bie durtoe in fünften fc^^netbet, 
»el^ paametfe wn biefem f^unfte ^Iti^xotit entfernt ftnb unb auf 
eittgegeagere^ten leiten beffeltr n liegen CS* 41). -* (Sint burc^ ben 9Rit^ 
telpunfl einer dux^t ge^enbe (Serabe fi^neibet a(fo biefe Surve in 
einer g e r a b e n 9nja^( «>pn $unf ten^ »^em ber SRittelt^nnf t ni(^ 
felbfi ein ^unfl ber Sttr«>e iß* 

1) SSenn eine Q^urve ixoti aSitte(t)unrte ^at, fo 
$ai(ie beren auc^unenblic^ t>iele^ totl^t auf 
berfelben ©eraben in gleicfien gegenfeitigen Slb^ 
ßanben liegen* 

(Sß feien O unb 0' (gig. 130) bte beiben aTTitteTpunfte ; man 
mlangere OO' unb ncj^me O'O'' = 00'. SBenn aWbann M ein 
fmtt ber Quvot i^, unb man nimmt O'M' = O'M, fo ijl M' 
ein 2tt»etter ^unft ber Surtoe. (^benfo beflintntt man einen brüten 
?Jttnrt M" ber (Snxw auf M'O, bann einen t>ierten M"^ auf M"0'. 
9hin ftnb aber bie ©reiecfe MO'M''', M'O'M" einanber glei(^; 
alfo gefft bie ®erabe MM''' burc^ ben ^unft 0'^ unb t« iß 0"M 
= 0"M'"; foIgKi^ auc^ ber fJunft 0" ein gÄit»ell)unf t. 
^benfo tDie u>ir titn üu^ ber Crißenj jioeier a?littel)>unfte 0^0' 
bie eined britten 0'' abgeleitet ^aben^ fann man au^O'unbO" 
Änc» j^ierte« O'" abreiten , u. f. f. 

Sine algebraif(|^;e Surt^e fann nur tintn WlitttU 
Ntit ^ühtn. — Z)enn »enn fte beren jtoei f^atte, fo ^&tte fte 
imenbli^ )^e in berfetben Geraten liegenbe SKittet^unfte , unb 
ti^ürbe iDon einer )u ber !iRitteI)>unrt4linie parallelen @eraben in 
nntnili^ t^ielenf)unftengef<^nitten^ «oa^ unntöglic|^ iß. ia^tfx^ 
«*tr ber erße Z^it bet ©leüfwing in lineare gaetoren aerlegen, 
mVift g(e{(^ fl u I ( gefegt , ®nabe geben , bie gu berfelben ®t0 
raben paxaUH unb paarnoeife gleii|in>eit bavon entfernt jtnb ; fo ßnb 
Ode fünfte »ener (Seraben 192{tte()Htnfte in Sejng auf bie @9ßente 
ber ^aradelen. 



' 
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2) SBettii tint (Sttr)>e bret ni^t in getaber Unit 
Megenbe Wiitttlpunttt ^üt, fo Jf at fte beren unenb^ 
(tc^ 9te(e, toeld^e in beti ZvLx^^^nitt^pnnlttn gtoeiei 
@9fleme gletc^wett ton ttnanber abfie^enber 9^' 
raUelen liegen* 

(53 feien O, OS O"' (gifl. 131) bie btei geflebenen aRittelpun!te,fo 
ifl bic vierte SBtnfelfpieeO'" be« ^araffelogramme« OO'O^'O'" eben' 
faW ein üRittelpunft* 33enn nimmt man O'^'0 , 0"'0'' oW «o* 
orbinatenaren ^ bcjeic^net bie ?angen 0'"0, 0'"0" tefp^ mita,b 
unb bie (Soorbinaten eined beliebigen ^unfted M berSurt^emitxj; 
fo fann man mit ^filfe ber Witttpuntit O, 0', 0" fuccef|tt)e an* 
bere ?5unfte MS M'^ M''' ber6urt)e bcfiimmcn, beren (Soorbinatea 
nac^ S. 36 ftnb : 

2a — X, — y ; X; 2b + y ; — X, — y 

©er yunft 0'" tji alfo bie mttt ber ©eraben MM"', vai 
fofgU^O''' SWittelpunft berffurt)e. iRimmt man ferner auf 0"'0 
unb 0'"0" fangen, welche refv. gleich unb a finb, fo liegen naä) 
bem erßen ©a^e auf jeber btefer betben Sinien unenbli(|^ t>ie(e 3)tit' 
telpunf te , unb n^enn man bur(^ bie fo erhaltenen fünfte ^parallelen ]n 
0'"0, 0"'0" aie^t : fo ifl i'eber ©^rct^fc^nitt^punft SBinfelfpt^e einrt 
?Jarottclogrammed , bejfen brei anberc ffiinfelfpifen bereite aRittel- 
punfte ftnb, folglich auc^ bie t)ierte* 



S. 93. 
9Senn ber Slnfang^punft ber Soorbinaten TliittipnnH ber Sutve: 

t (X. y) = o (1) 

ifl, unb X, y ftnb bie Soorbinaten tm6 ^unfte^ M ber dumi 
fo finb — X, — y bie Soorbinaten be« entfprecjenben fünfte* M' 
ber ^nxu , unb folglich ifl : 

f (- X, ^ y) = o. (2) 

Umgefe^rl, toenn bie ®Iei^ungen (1) unb (2) jugleic^ flattftnben, 
b* p. toenn bie SSert^e x, y unb — x, — y ber ®Iei((^ung bt( 
dnttt glet(^ieitig genügen; fo ßegen bie fünfte (x^y)/ 
C— X, — y) mit in geraber ?inie unb in gleichen *^ 
flänben von O, unb folglid^ ift O ein 2){it telpunf t. 
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32enn f (X, y) eine gait)e algcbraifi^c Sunflioti tfi, 

tcren ®ii€bcx aHt oon^ bemfelben @xaU (berfelben Dtmcnfton) 

fini, fo ftiit t)te 01ric^nnsen (1) iinbC2) {ben tif($, Hefer ®raD 

«Aft eine getabe, ober ctiie uitflerabe 3a^I fein^ unb ber 

Siifang^imtift ber Soorbinaieti ifl guverläfftg 3R i 1 1 e ( p u n f t ber 

(Stttve. - 3>te ©leif^utigen (5), (6) unb (7) in S. 7 ^aben biefe 

Stgenfi^ftv unb folglich t^ben bie bret entfpredjfenben Surt^en : 

(Sttipfe, i>^ptxbtl unb Semnt^cotc (Sig.S, 9;9a) ben anfang^punft 

^er l^oorbinaten jutn Sßitlefpunfte. — Sei ber (SUipfe unb ^pper« 

6cr, fottne bei ber eurt)c(y« + x«J2+2c» (y*— x^)=a*-c* (f.43, 

Sig. 56— 59J i ji ber »nfang^punf t ber Soorbinaten. 3)? 1 1 1 e I p u n f t, 

unb eine bttr(|^ benfelben ge^enbe @erabe fc^neibei bie (Surt)e in itoti, 

ober in i e r ^JJunf ten, »elc^^e paavweife gleicbweit bat)on entfernt finb. 

— 3)ie (San>e y* — x* y* +x* = o ^at ben »nfang^punft ebenfoD^ 

im ^RitttlpunUt , n>el(^er )ur (SurY)e gebort ; aber nur aU i f o l i r« 

ter "^untt. — Die erfle ber binomif(^en ©(eic^ungen (f. 41) fiat 

nur ©lieber bon einem ungeraten ® rabe , unb ber Snfang^punf t 

iü SRittelpunft ber @urt>e, xotldft gugleit^ burc^ benfelben ge^t* — 

3Stnn ade @(ieber ber ©lei^iung ber Surve t)on einem ungera« 

ben ©rabe finb^ fogebt ein (Survenjwcig immer burcb ben Wlitith 

punft ; benn t^ laßt fic^ Itid^t jeigen : ba§ in tiefem ^^aOe ber 3fiiU 

te(punft fein ifolirter ^Punft fein fann* 

IjSenn nid^t ade ©Heber ber ©leic^ung )>on einerlei 2)imenfton 

ftnb , fo f ann man barau^ nod^ nid^t fd^ließen : ba§ ber Slnfang^^ 

punft fein SÄittelpunft i\u — SBenn man n^eiß : bag jid^ ba« 

^Jolpnom i (x, y) nic^t in ganje gactoren gerlegen lagt, fo fönnen 

bie beiben ©leic^ungen (1), (2) nur bann benfelben £)rt au^bräd en, 

tocnn fte ibentif^ ftnb (§* 16); unb e^ muffen notJ^menbig aUt 

©lieber wn einerlei S)imenfton fein.' — 98ei§ man aber nicf^t ge^ 

»ig: ba^ f (x, y) unge r legbar iji, fo mn^ man ben größten 

gemeinf^aftlic^en T)iu]ox Vfon ( (x,y) unb fC— x, — y) fud^en. 

öibt e^ einen folc^en 2)toifor nicl;t , fo ijl ber änfang^punft fein 

3RiiteIpunf t ; aber n^enn e^ einen grogten gemeinfc^aftlicf^en 2)i)Difor 

<P (x/ y) ^01« P*^« ©rabe gibt , fo ^at man : 

fU/ y) = yU, y) . il)(x, y), 

unb bie ©leii^ung 9 (x, y) = o brüdt bie 6urt)e au^ , »elcbe 

ben Slnfang^punft i\xm 'ISittelpttuf t pat , n^dl^renb bie ©leicbung 

il) (x,. y) =? fein ©pjicm Veetter Jlujiöfungen -geftatten fann; ^ 
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f. 94. 

^ot man fi^ tibmßüit , ^0 ber Slnfang^punf t Ut Coorbuiaicii 
fein rnttOfMU ifl , fo unterfaßt man , ob ei« aiibetrr funtt bct 
SRittrlyitnft bnr dunt ift. 3» bem dtvecfe i»ec(rgt man bot 9ii^ 
fangd^unrt in etnen unbefttmmttn 9wtU (n, b), tnbem bte 9t{((titng 
bev Slien unge&nbert bleibt, unb nnterf uc^t : ob ti mogliil^ tjt a imb b 
fo ttt befKmmen, ba| bie ©leic^ung: 

f (m + X', b + yO = 
bie oov^in angefaf^rtc Sigenfc^aft^fiat : ba§ , menn i^r buri^ x% y' 
genügt xoixi, baffelbe mit — x', — y' ber gatt t^. 

SQBenn bie (Bleiil^ttng eine aljgebraifd^e nnb nii^t )e?Ieg« 
b a r iß ; fo mug man aOe ©lieber an« berfelben fortanfclaffen fii^ 
f^eit, toet^e ni^t wn tintm g e v a b e n ® rabe Unb, toenn bie ©Ifti^ung 
t>on einem gevaben®rabe i^, ober toelc^e nidit oon einem unge/ 
raben ®rabe finb, n^enn bie ©leid^nng wn einem ungeraDen 
©rabe i{l. 3ß a* ®* ^^^ ©leid^ung x>om stoeiten ®tQbc, 
fo map man a, b fo ju hc^mtn fachen, bap bie Soefftcienten bct 
beiben ©lieber \^om erflen ®rat>e t)erf(tftoinben ^ toa^ im aSse« 
meinen immer mogticif ift. — S8enn aber bte ©leic^ung oon einem 
I^Sf^ern, al^ oom gleiten ©rabe ift, fo ifl bie Slnjaffl ber 3= o 
2tt fe^enben Soefftcienten getoö{»nli(^ grfger ald )mei, nnb bie auf 
biefe SQ^eife erhaltenen ®lei(|>nngen lonnen nur fe|»r feiten gleii^^ 
leitia befleißen« 

iBeifptel 1. pr bie (Suroen t>t$ {toeiten ©rabe^: 
f (X, y) « Ax« f Bxy+ CyH»x+ Ex+ 1 == o (3) 
)iat man : 

f(a+x', b+yO = f(a, b)+f'a . x'+t% . y, 

+ J_ [f'a« . x'^ +2 T'ab . xy + f 'b* • y'T = o, 



unb bie ©leid^ungen, n^el^e ben fTOittetpunf t beflimmen, gnb fo%li4 : 

f'ä = o, f'b= o, 

ober totnn man x unb y tefp« für a unb b fe^t : 

f'b = 2Ax+ By + D = o, Vy = 2Cy +Bx+ K=o, (4} 

morand folgt: 

_2CD-BB . 2 AB — BD ^^. 

"" ~ B^'^XAC ' '^ "" 55^^l4ÄC- ^^^ 

Senn B* «^ 4AC ni^t ^ o i^, b. ^. in bem ^tt bee 

(Ellipft unb ^9))erbel (S. 15), gibt ü einen !Riuel)ittnft, 

nnb toenn B' _ 4AC = o ifl, b.|. in bem gaOe ber Var abel, 



1 

j 
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fdnnen bie ®Ici(^uiiflrtt (4) nii^t ntitnmanUt Uftt^tn , unb et 
gibt folflliib leinen aRiUcfpunft. — fBennabet Me S^H^^ »^^ 
bet 9t e n n e r btt SrtU^e (ö) fileii^jeitig i^trf^minbm , fo tebuciten 
fu( bie (SHä^un^tu (4) anf eine einjige, imb aOeyniific ber 
tuv^ biefe eine ©(eic^ung ou^cbricften ®etaben ftnb WtittüpuiStt. — 
Stimmt man biefe ®erabe gut Slre ber x, fo mnf ftc^ jiebe ber ®Iei« 
«jungen (4) auf y =3: o rebueiren , unb ti ifl folglii^ : A = o, 
B = o, I) =r o, E = 0, fo ba§ fi^ bie ©leic^ung (3) auf 

Cy« + 1 = rebncirt, folgli^: y «= t K — 4-i^ ©et Ort 

i^ alfo ein 69fiem )n>eter (Seraben , %DeI(^e jn ber IRittetpnnfttflinie 
parallel unb gIei(^toeit bai^on entfernt ftnb. 

»eifpiel2. CF«feiy = sInx(§.51,5ig.70),foiflberanfang«^ 
DunftO ein «KiHelpunft, »eil bie ©leic^ung — y = sin (— x) mit 
^er gegebenen ibentifd^ ifl. — Unterfuc^en toir toeiter, ob t$ no($ 
anbtre üRittelpunfte gibt, fo mu§ bie @(ei(^ung: 

b + y = sin (a + xO 
btefelben reeSen Suflofungen ^aben , alt bie ©leic^ung : 

b — y' = sin Ca — x')« 
Hbbirt man biefe beiben ©leid^ungen, fo ergibt fi(^: 
b = sin a cos x', 
unb ba biefe le^te ©{eic^ung fftr unenblic^ t»ie(c SBertffe wn x' 
^attftnben mu^ , f mu§ b = o , sin a = o ober a = k n fein. 
3>ie Sur^e ^at a(fo auf ber Sre ber x in gleici^en SnterbaOen = tt 
unenblicb biele ÜRittelpunfte O, I, 0', l\ . . . 

a e i f p t e I 3. (Sd fei bie ©lei^ung ber Suri^e : 
cos X + cos y = m , 
too 2 > m > 1 i^ ; fo muf man bie beiben (Sleit^ungen (aben : 
cos (a + x') + cos (b + yO = «F 
cos (a — x') + cos (b — yO — m # 
wcxant ft(| bur^ Sbbition unb 6ttbtraetiott ergibt : 
cos a cos x' + cos b cos y' ss m , 
sin a sin x' + sin b sin y' ss 0, 
unb menn man y' eliminirt: 

(sin* a — sin * b) cos* x' + 2 m cos a sin* b cos x' 
— (sin* a — sin* b) cos* b — m* sin* b = o. 
2)a biefe le^te ©letc^ung filr nntniti^ ^ittt SQSert^e t>on x' 
^tt jtnben muf , fo mu§ man f^aben : 

sin* a — sin* b = o ^ cos a shi* b = 0, sin* b = o, 
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iiK)r«9^ folgt: 

fiip a SS ^ 8111 b = o pter a = kn, b = k'71. 

Z>te VliHdpnntU totxbtn a(fp bnt^ jmci ©vflernt 9011 ®etat>cn 
befümmt , totld^t refp. gu ber Sre ber x unb m ber bcr y paraflel 
unb um 2n ))on einanbcr entferni fitib. ($tg* 72). 

S. 95. 

Ct0eRfd)aften )iir Curntn mit einem i&ittel|)unKtr. 

Sd feten M,N jwci ?5unfte ber ßiirvc unb M',N' bte beibcn 
enti>re(^enben "fünfte, fo finb bie beiben Dreiecfe MON, M'ON' 
einanber gleich; fo(j(i(^ bte betben®eraben]IIN; M'N' paraUc{ unb 
glet(^ tctit 9om Snütelpunfte entfernt — 9!d(^ert {(4^ nun N bem 
fünfte M.unenblic^, fo nähert {t4) aud^ N' bem ^nnfit M' un^ 
enbUc^ , unb bte iti^tn ©eraben MN, M'N' n^erben m ber ®renje 
refp. Tangenten inMunbM'. 2)ie SCangenten tn jtt>ei cot* 
refpDnbtrenben fünften finb alfo parallel anb 
gletd^tDeit t>om ^ittelpunfte entferni. 

SSenn eine @urt)e mit einem 9)2ittelpunfte einen unenblicben 
3n?etg ^at , fo fiat fie no(^ einen gleiten bem erflen correfponbi« 
renben unenblic^en 3weig. 2ßenn fi4> ein ?5unft M auf bem erfien 
3n>eige inö Unenblic^e entfernt, fo entfernt |i(|> ber correfponbirenbe 
$unft M' auf bem gn>eiten dn^eige ebenfalls tn^ Unenblic^t/ nnb 
bte Tangenten ixi IM unb M' n>erben an ber (Srenje Slfpmptoten. 
^xotx corr efponbirenbe unenblti^e 3weige einer 
(Surt)e xcixx einem SXittelpunf te l^aben fe^tgltc^ pa^ 
rallele unb gleid^n^eit »on bem ST^itt elp un ft e ent« 
f e r n t e 21 f v m p 1 1 e n. — 2Benn bie gegenfeit ige Entfernung =0 
ifl, fo ^aben bie beiben uneitbltct^en (lurüengweige biefelbe burc^ 
ben aSittelpunft ge|^enbe Slfymptoie. 

SBenn bie ©letc^ung ber 6ur)>e in ^olarcoorbinaten ge^ 
geben ifi , fo iji ber $oI ein 3K i 1 1 c l p u n f t , tvenn biefe ®Iei* 
(iiung nt(^t geänbert wirb , inbem man 71 + ^ jlatt ^ fegt. 
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(Siftt^ SCa^ittU 

Von itn Snni^nuffmu 

98tr tooütn bnxöf eine Gurve eine Steige f^araOefen MM', 

MjM\, . . . CS<d- 132) Stellen, uni }unä(^9 anoe(imea , H^ itU 

tttfelben bie (Surct nur in )tpei fünften fc^neibet; fo U)irb ber 

^ Ort bfv ^ittelpunfle N, N| , « . • ber verfd^iebenen 6e|fnen ein 

2)ur0meffer ber Sur^e genannt. 

SSenn jiebe ber $aratte(en bie Qnrot in me^t aM ) t9 e i f^net« 
bet, fo nimmt man bie Bütten ber flegenfeitigen 9bfl&nbe wn je 
)U)ei Durtf^fc^nitt^punften, unb ber fo erj^altene Ort biefer aRittel^ 
pnnttt tfl ber Durc^meffer, — 3n gig. 133 $. ®. fi^neibet bie ®e^ 
rabe'MM' bie (Surt)e in t)ier fünften, welche auf 6 SIrten ju it 
ixoti t>erbunben n>erben lonnen» Der £)ur(^me|fer ber (Surve pat 
alfo ouf ber ^araltclc MM' f e djf ö fünfte, auf ber ?JaraaeIe MiM\ 
nur einen unb auf ber ?5araUeIe M^M', gar feinen $un(t. 
Sie attgemeine Ülcic^iung ber 3)uvc^ineifer einer Curioe: 

f (X, y) = o 
iil t)on ber gorm : 

F (x, y, a) = , 
too a ben 9?i(^tung^cceffi:ctenten ber parallelen @epnen bebeutet, nnb 
tiefe ®lcx^nnQ Qiht für jeten SBert^ t)on a ben jugej^origen Durd^* 
mcifer. 

Slifttminuni Uv 9ln(t)itn0 )tr ]!lttfftimf|fer. 

grjleÜWetJ^obe. — (5ö feien x, y unb x', y' bie (Joorbi^ 
natcn ber auf berfelben ©epne liegehben beiben fünfte M, M' 
(Jifl. 132 a) ber Surre, unb Xj^y» bie ber Witte N biefer ©ejnej 
fo ^oit man : 

t(x,y) = o, f'(x',yO = o, 

y'— y _ x + x' _ y + y' 

unb bie Elimination t)on x, y, x', y' jwifc^en biefcn fünf ®Iei^ 
drangen gibt bie @(eic(^ung : 

P (»u Vi/ a) = 

be« Dur4)meffer«* 
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Stoeite 3)}€t|^obe. — Sad epftem tcr paraDelni ©e^nen 
lann audgebrüdt werten b«r<6: 

y = ax + b , (2) 

»0 a eine Son^ante uttb b tin vtiinttvli^tx yarametcT 
if}. 2)te ©letc^ung: 

f(x,ax + b) = o (3) 

QxU bte flbfeiffen ber J>ux^\(ifniiiipunttt btr Q[urtye mtt einer ttx 
9araQt(en , vnb wenn man bte ®(et(^ng : 

P(x,, a, b) = o (4) 

iitbet , beren SBuraeln bte ^ a ( b e n 6 it m m e it wi U poei ber 
SBurgeln ber ©Uic^ung (3) ffnb ; fo ftnb bte 98ttrje(n ber ©fet^ung 
{4) bte SlbfctiTen ber tDKtten ber betroi^teten ^araSelen , unt bte 
{ugel^ortgen Drbtnateit ergeben ftc^ ani ber ©(eid^uhg^ 

y, = axj + b. 
(Siiminht man nim b , fo erhält man bte ©lett^ung : 

F(x,^ a^ yi — axj) = o 
iti 2>ttr^me{rer<. 

!B e t f )) t e (. — ©tt gegebene Cttri^e fei : 

ya -- X* = o , 
fo ^at ntan: 

X» - (ax + b)« = o , (3) 

8x»i— Sa^x«, +ra*-2ab)xi+2ä«b + b«==o, C4) 
unb bte ®Iei(|^ung be6 Durc^meffer^ ifl: 

8xi» — 3a«xi«+yi« — 6axiyi + Sa^y^ = ©• 
^fir ben befonbem !2Beri^ a = gd tß bte ©lei^^ung Ui 2)ttr$mef' 
\tvi yi = o; folglich ent [priest ben {ttrSire bery iHtraBtIen ®t^ 
nen bte Are ber x aU jOur(^me{fer. 

X)rttte ^ti^ott. — (£6 fejen a^ ß bte coiißanten SBtnfel^ 
«pel(]^ bte dttc^tung ber @e^nen mit ben Soorbinatenoren bilbet, 
^ ber Iffiinlel biefer Slxen, p ber Slb^anb einer Wlitit N t>on jbem 
fünfte M, tt>o (> pofitit}, ober negativ ift^ Üenad^bem bie 
Siic^tung NM mit ber Stic^tung Ca, ß^, ober mit ber entgegenge^ 

festen 9li<(>tung jufammcnfaffi, p = ?!iL|, q = ^!^ ; fo ijl: 

sin ^ sin tur 

X = X, + pp, y = y, + qp, 
Alf« : 

f(x, y) = f(x, + pp, y, + qp) = «• C5) 

©te recöm SButacln (> bief«t ©lew^ung Im» bte äb^dnbc be« 
^Junftcö N »ou ben ?>unf ten , wo bie SuMe »on ber yawffete «c 
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fc^nitten xcixb, unb »eim bet ^nntt N btt Stifte bet €e^nf fein 
ober bem 2)urd|^ineffet ange^Sreit foB ; fo mftffen jmei SButjeln ber 
®Iei4^uns(5}etnanbergIet((ititb entgefieiigefe^t fein.— Sie 
dtttüthn gwifiben x,, yi, melc^biefe Sebinguns anfbrfitft , i^bte 
(Sletd^nns bed 2)ttr4rmt{fer<. 

jbiefe ^ebittgung^gleic^nng er^dlt man , wenn man ben ttfkn 
Streit bet (Sleid^nng (5) bnrdj^ p^ — h bit>ibtrt, mo b eine nnbe^ 
^mmte @rd$e tft , bt^ man auf einen 9tefl wm ttfttn ®rabe : 

fommt, unb bann h gn^ifc^en ben ©(eiil^ttngen P = o, Q a» o 
elimtnirt. 

»eifpiel. — & fei: 

f(x,y)=Ax«+Bxy + Cy» + Dx + Ey + l = o, 

fotP: 

f(xi+pe.yi+«?)=fUwyi)+a'xi.p+f,yx.q)e+H(»«c=o. 

60II nnn biefe ®Iei^ung bed jtoeiten ©rabetf gwei gleicfie unb 
entgegengefe^te SOSuTgeln {»aben , fo mu§ ber S^efftcient be^ 
atoeiten ®Iiebe« 91 u K fein» X>it (Stüäfung be^ 2)ur(^mefFerd t^ 

af fo , »enn man bemerf l : baf -3- =&{{): 

f'ii + Afyi = o. 
93ierte3)}et|^0be» — 2)ie Mrbergej^nbe SRetfiobe fan« 
anc^ f olgenbergefiali mobiftcirt loerben : SRan ))erlegt ben Slnfangtf^ 
puntt in bie STIilie N, fo toirb bie ©leiil^ung ber Surt)e : 

f (x^ + X', y» + yO = o , 

unb bie ber 6e^ne : 

y' = ax\ 

3>ie Sibfciffen ber Z)ttr($f(^nitldpttnfte ber @e]^ne mit ber Surt^ 

werben burc^ bie (Steigung : 

f (xi + xV y, + axO = o 

gegeben, unb wenn ber neue Xnfang^t^nnft (x^y^) bieSSitteber 

6ej^ne fein fott, fo muß biefe ®Iei^itng jwei gleicf^e nnb ent^ 

gegengefe^le SBnrjeln j^oben. — X)ie ®{ei4^ung , totiäft biefe 

Sebingung au^brüdt, ifi ali^bann bie®ki(^ung be^ 2>ur4^me{ferd. 

Seifpiel. -— gftr bieSuroen betf {weiten ®rabe^ ^i man: 

f (x,+x', y ,+axO = flix,, yO+ (f'x,+fVi •a)xHHx'« = a^ 

unb folglti^ ifl bie ©leic^ung be^ 3)ut(^mefFer^ : 

f'M+afV, =(2A+Ba)x,+ (2Ca+Bjyi + D + Ea = a, 

3n ben Kurven Hi gweiten ®vabe^ fiub alf atte £)ttr^mei|er g e^ 

rabe Linien. 
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See burc^ bte beibcn ftwulianen ©lei^iungcn : 

l^ftimnite ^unft genügt ter (Skicdung toed 2)ur4me{ferd 6et ) e b e m 
Kettle wn^, unb folglü^ ge^en alle Durc^meffer buri^ ten 
aSiltelpunft. — (f ^ tfl übrigen^ a priori tinUü^ttnb : ba§ in alitn 
aux^tn, tt)e(4^e einen SRittelpunft ^abtn, biefer ^j^unft iebem S)ur4« 
meffer angehören mu§* - Sejetc^ttet a, ben Sti^tung^coefiicienteii 
Ui jDur4^me{ferd , f o ^at man : 

** B4-2Ca 2C "^ 2C(2Ca+BV 

3tt ber ?5atabel ifl : 

B» - 4AC = o, folglich: a» = - J^. 

3tt biefer (Surtoe ftnb mitf^in aKe Surd^meffer ju einanber paraüeL 

3)ie tcr^ergeprnbe 9teIation awifi^en a uitb a^ l&^t ftd^ auf 
bie f olgenbe , mt^t f^mmetrifit^e gorui bringen : 

2Caa, + B Ca + aO + 2A = o , 
tvorautf er^etlet: bafi bie burd^ a unb a^ beßimmten 9ti(^tungen re^ 
Cipro I ffnb; b. fi. baf ben au ber einen Stiftung paradelen @e|f' 
nen eine gu ber anbern parallele ®erabe al^ Durcl^mefTer entfpric^t, 
tDe^^alb man biefe 9ti(^tungen au^ conirxiivtc genannt ^aU - 
V Stber \xi ber Parabel ffot biefe^ 3Bort offenbar feine Sebeutung. 

§. 98. 

S8enn bie Surve t)oin ®rabe m iß , fo ifl bie ®lei($ung (3) 
\x\ HQgemeinen aucf^ )>om @rabe m, unb bie ®(eid^ung (4) )oom ©rate 



ni Cm — 1) 



; xotX^t^ aud^ ber ®rab ber Suv4)me{yercurt)e ift^ alfo 



2 

ben ®rab m fiberfleigt, fobalb m > 3 ifi*^ — ©ie Unterfu^ung 
biefe« ©urd^mejfer« ijl alfo gewi^nlic^ fd^wieriger , aW bie ber ge* 
gebenen Suroe ^ unb bajier jur Srforfd^ung i^rer Sigenf^aften »e* 
nig geeignet. — gär gewiffe befonbere SffiertJ^e t)on a fann jiebot^ 
ber ®tab be« 3Durd^meffer« niebrtger au^faDen. 

SQBenn eine ber parallelen @e|>nen eine S: a n g e n t e ber Survc 
t^, fo fallen bie beiben ?>unfte M,M', unb folglii^ bie ^\Xit N 
gttfamniett, unb ber ©erü^rungöpunft iji ein ^JJunft be« 3Dur(^' 

mefferä* 

SGBenn jebe ^Javattcle bie ßuroe in m |Junften fd&ncibct , fo bot 
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MM n(4 t. 36 fär ttn Crt U4 ^ütetpuntM N Ut ntttlrrn 
^(fcnivngen aün biefer fünfte : 



_ x + x' + X" + . 



• • 



Xl = # 



m X, x', x", • . . bte abfciffen (er Zutif^^mtUpunUt ober iit 
SuTjebt ber ®Iei(^ititg (3) bebeutcn. — SBenn mos tu f (x^ y) 
tte @ftVbrr bon einerlei :Cimeiiftoti tmnier in tini {ufammenfa^, 
wie in§, 64 ; fo »irb bte ®Ieic^nng (3) : 

x»9(l,a) + [9'a (l|a)b + T|;(l,a)] x«-« + . . . = 0, 
tm^roii^ folgt: 

mxi = - 2: , 

»nb toenn man y^ — axi fiatt b feftt: 

<P'a • Yi + ("»T — Ä9'a )x, +* = o. 

2)er Drt bet 9>{itte(pun(te ber nitttlern Entfernungen tfl at^t> 
ßrtö eine g e r a b e Stnte , iocI(|ie in ben Suri^en bed jmeiten ®rabe^ 
mit bem 2)urc^meffer {ufarnntenfädt. 

jDie @igenf ((saften ber2>ur(l^nteffer pat man juerfl im Greife 
ttttb bann in ben Surt^en bed in)eiten ©rabeji unterfuc^t. -* Bpatti 
Ht taati' bie 2)eftnition be^ 2)ttr(^mefferd t)eraagemeittern n)oIIen, 
rm fte auf Surfen t>on einem beliebigen ® rabe an wenbea )u f onnen ; 
attetn bicfe aSeraSgemeinerung tft fe^r mangelbaft. — @tati bie 
Olitte be^ 9lb{lanbe^ }»>if(|^n je gioet 2)ttr(^fd^nttMpunften ju be< 
trad^ten, tooburcf^ bie @a(^e compitctrter mtrb, kodre e^ jn^ed mäßiger 
Aewefen : ben Drt be^ 3Ritte(punfte^ ber miitUxn Entfernungen ber 
auf berfelben ©elante liegenben Surc^fci^nitt^punlte 2)ur(^meffer 
lu nennen ^ fo bag ber Z)ur4^mefTer immer eine g e r a b e Sinie tt>äre. 



StDöffteg Kapitel. 

V0n ben Jlren. 

§. 99. 

ginc ©erabc, tvtt^t tint (5urt)e in iwci fymmetrifcbe 
5C^eiIe t^titt, iti^t tint are berfelben, fo bag bie ^Jtinfte ber 
Surve ^)aartx>eife auf ^Jcrpenbifete biefer 2lre unb au beiben Seiten 
in gleichen «bflänben lu^tn. 
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enn eiiirSiir9e|i9ci parallele 9rcii^at,fo 
(at f ie ttttenbli«!^ Diele parallele Bub gfei^oett 990 
einanber abße^enbe Sreii. — 3*9. bie CurtK y = sin x; 

» 

beim tDenn man beii Snfattgdpmirt O nac^ G »erlegt, f ba§ 06 = ^ 

ift (S^S* ^)/ f^ ^^^ ^^^ ®Uidfung ber Citr^e y s> cm x. IDa 
1ii( biefe (SKeu^uiig ni^l 4nbert , VHtm mos — x ftait x fe^t, (0 
folgt , bafi bte 6un>e in Se)uft aaf bte fJaraOele OH tnr Hn bct 
y fymmetrtfff^ ifl. — Serlegt man toetler ben Snfangtfpnnft tn bte 

CEntfemnng OK = -^, fo tDtrb bte ®Ini(mig ber üwnt y= — cos x; 

'folgli^ tß bte 9<iraaele KL an«^ eine fbe ber 6nrt>e; u. f. f. 
Sie QFur^e ^ alfo nnenbli«^ 9ie(e parallele fben, welc^ nm bte 
^nge n Don einanber abfte^en. 

(Eine alge^raifc^e Surve fann feine |wei parat 
lele Sren ^attn. 

2) Senn eine Qnr^e imei flTtn OA,OA' ({fig. 130a) 
(at, meiere fi^ in einem fünfte O fi^neiben nnb etseo 
Btttfel & mit einanber btiben, fo ^ai fie eine Steige 
«Ott Sien, wcl^< hvix^ bcnfelben 9nntt O ge^t« 
mnb fo beftl^affen finb: baf gmei anfeinanberf^i» 
genbe benfelben Sinfel ^ mit'einanber bilben. 
Senn einem f)nnf te M ber Snroe entfprii^ in Oepg anf bie fe 
OA' ein fymmetrif^Kt 9nnft Mf, nnb bem ^nnfte M' entf^i^ i> 
9egte|nng auf bie Ire OA ein fymmetrifc^ ^fimH M'\ foiofe boi 
fhaüe M" in »esng anf bie «re OA' ein fi^mmetrifi^er Ihinft M'''.- 
Jbt^t man nnn ben einen Z^Ü ber &tat ber 9ignr nm bie lit 
CA' fomeit, lii er mit bem anbem Zweite snfammenfalt; fo fäU 
OA anf OA", M' anf M, M" anf M"', nnb ba OA anf ber 
gtttte Mn M'M" fenfre^t iß; fo ift an^ OA" anf ber Stitte «en 
BIM"' fenfrec^t. & entfpru^t alfo jebem 9nnfte M ber <Enr«e 
in SQi^nng anf OA" ein fymmetriif^er 9anft M"% nnb mtt^ui 
ift OA^ eine Sre ber dvanu 

e9 mie fOf and ber QFrißenj smeter Sren OA, OA' bte ctaer 
britten Sre OA" nai^metfrn lägt, ebenfo ergibt ftib an« ber dn* 
flen) ber beiben Sren OA', OA" bie ber »irrten Sre OA"', n. f. f. 

Sem bo« aSerHItntf ^ commenfnrabel nnbbcm 



Srni^e — gleti^ tji , fo ig bie Snio^I ber t»on tem 
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iQCpmnKnfttyabel, fo ifl bir fluioll ter fbreti uiienblH^ 

S« 100. 

Sffin bei re(!^tn)innigen Soortinaten He üre bet x eine Sre 

ber San>e : 

f (t/ y) = o CD 

fP; fo etitfptk^ jebem ^Junfte (x, y) ber (Juwe ein f ymm e t ri f i^ 

Kegenber Cx, — y). önl> ^ if* f<>»8K* : 

f (X, - y3 = o* (2) 

Usiger e^r t, tvenn bte 0(et4^ttngen (1) unb (2) jtt 

8let(^er 3eit #«ttftnben, fo tfl bte Hbfcif fenare 

eine «rc bcr €ttrt>e. 

SBenn bte ©W^uiifl f (x,y) = o eine ganae algebraif^e 
i^ ^ uttb nur g e r a b e fJotenaen wn y cntpSlt , fo tfl bie «re »et 
X eine Slxe ber Cnt^^e. — Cbenfo , wenn f (x, y) nnr g e r ab e 
5Joienieii »oti x tni^ll, fo iflbieaxe bery eine axe ber Curtoe. — 
hierbei wirb jebo($ oorau^flefeftt : baf fid^ bie ©lei^^nng f(x,y)=o 
tti(^t 3er legen läft, unb tt>enn man bie(tf nid^t ivm Strand 
mit ©ewiffieit »eig; fo mug man »ie in $• 93 verfaj^ren. 

3fl We ©leic^ung ber 6urt)e in y olarcoorbinaten gegeben , fo 
ifl bie ^oJaro:ce eine äxe ber Snrbe , wenn i|«re ©leic^wtg unge^ 
änbert Meibt, inbem man — * fiatt ^ fe^t. ©enn aWbann bleiben 
bie aSett^e »onp bicfetten, unb e« f^abcn folgli^ bie |)unfte bex 
enrve ipaarweife eine fymmetrifi^e «age gegen bie fJolarote. — 
(Sin ^eif^iel bietet bie (S)>ieycIoibe bar* 

%. 101. 

9(|Ummttii|| bet 5UfK. 

SBir wollen bie unbefannte «re X't X' jut neuen Slre ber 
X nebmeitr ben änfangöpunft in einen ^unft (a, b) biefer äre 
t)erleflen , unb ben SBinIcI, welchen X^X' mit XO bilbet, mit 

a be^n^^^" y f^ ^^^^ ^^^ ©leid^ung ber Snroe : 

f Ca+x' coi a — y ' sin a, b+x' sin a+y' cos a) = o, 
ttttb e« Weibt nod^ gu nnierfuilj^en : ob fub a^ b unb a fo be^immen 
laff^ f *^fi *^^^ ^^**^ ®Iei^ttng bie oor^in angegebene eigenfd^aft b«t* 
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9Ratt fami dnett MiMgm ^uiih feer 9re ^ 3. JB. ben, tootin 
fte bk 9xe ber y f<|iieibet, gum anfans^puntte ne^wen, f^baf man 
nur i tot i unbe^ntmte ®r{§en b, a ^au — SBenn tte ©Irid^itng al^ 
ge(raifd^ unb ni^t itxUgfxix tft, fo mug man alle utigetaben 9o< 
teiiicn wn y fortiufc^affeti fud^en. 3fl bte ©(etd^ung t)om* g U) ei t en 
Grabe, fo ftnb gmei ©lieber, fidmlic^ bo^ mit xy unb bad mity 
tvegsuf^^afTen , tvad im ^Kgemeinen immer mo^li^ ifl. — aber tDcitn 
bie ©letc^ung t>on einem |io^ern aU t)om itt)eilen ®rabe ifl, fo ift 
bie 9n)a^{ ber «erfdl^winben gu mac^enben Soefficient;n Qttoo^nii^ 
gr^ger al^ 2, unb bie erf^altenen ©leic^ungen f5nnen feiten neben^ 
einanber befielen. 

9Q3enn bie ^ur^e tintn TliiUlpunH ^at, fo ge^i bie S(re offen' 
iax burcf^ benfelben. 

SBenn bie ©leid^itng ber Suroe in Seate^ung auf x unb y 
fymmetrifd^ ifi/ fo ift bie ^albirungölinie bed (Soorbi^ 
itatentDinfeld eine üre ber S^ur^e. 2)ean toenn man biefe ®traie 
|ttr SLre ber x^ unb ba« ^^erpenbifel barauf }ur Sre ber y' tii»»k; 
fo geben bie Zranöformation^formeln in S* 12: 

X sin ^=x' sin — — y'cos ~, y sin ^ =x' sin — +y' cos —. 

2 2 2 2 

IBteibt nun x' baffetbe nnb «Krb -^ y' ffir y' gefegt , fo wirb bo^ 
bur((f X mit y ^itaui^t, un^nt^^berSorattiSfe^tttig bie (Bletc^ttng 
nid^t gednber^« 

3>ai Solittm t>on 3>edearte« (gig. 6i): 
X* + y* -^ 3axy = o 
i{t fi^mmetrifc^ in Sejug auf x unb y, unb pat folgüd^ bie ^dOy 
vungtflittie Ui fittntmUU aur Ure« — 3)iefe« erhellet aud^ ai« 
ber gigur. 2>enn (ebem ^wiXtt A , beffen Soorbinoten OP, AF 
finb/ entfpri^t ein fJunft A^, beffen ßoorbinaten OQ, QA^ refp. 
ben porl^ergepenben gleicjj finb* 25a OP = OQ ijl , fo f(|>neibett fl(^ 
bie ©eraben AP, A^Q in einem fünfte D' ber J^albirungdlinie DC, 
unb folglid^ ift in bem gleid^ft^enfligen £)re{ede AD^A^ bie ^aU 
birenbe D'X' auf berSTOitte oon AA^ fcnfred^t, mit]^tnAF=A,F 
unb foIgti($ bie ^albirenbc DX' eine 2be ber Qnt'ot. 

25ie Suroe : 

x*+ y*= 1^ ($• 86) 
1^ ni^t blo^ bie beiben Soorbinatenaren, fonbern ani^ bie beiben 
.^albirungelittien ber Soorbinatentointet al^ Hxtn ; benn bie®leic$ung 
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i^ fowo^I in 9e}U3 auf \ uitb y, Ott in fBejie^ung auf — x unb y 

f. 102. 

JlrcR Irr €wmn ^t§ jvHta •ritof . 

3n btefeii QTur^eit ift bie tlTe rd^t« anberd a(d ein auf beit 
^dliirtett et^ncn fenfrec^ter jDorc^meffer* 9htn finbrt aber na$ 
bm ^tnpcxn furbteconjugirten 9t(($lutt({en bie Stelation ßatt : 

2Caai + B(a + ai) + 2A = 0, 
nnb bamit bief e Stit^ungen aufeinanber f e n f r e (^ t f nb , niu§ 
man ^aben: 

1 + (a + »i) cos * + aat = o , 
voo & ben SBhtfel bet Goorbinatenaren be^eicfinet 9lu^ biefen beiben 
®fri(^ttngen folgt: 

_ 2 Acos^-B 2 (C — A) 

*** ~'B-.2Cco8*' * + *» = Ö-2Cco8d' 
nnb mitlitt! finb a, a, bie Snrjeln ber (Sleid^nng beö jweiten ©rabetf : 
(B — 2 Ccos*}a«+2(A— C)2+2Aco8 * — B = o. (3) 
9Senn bie Sootbinatrnaien auf einanber fenfre^t ftnb^ fo 
rebttcfrt ftd^ biefe ©leid^ung auf: 

,Bz« + 2(A — C)ä — B = 0. 
Z)a bie IBebingung ber dttatüat ber SBurjeln' ber ®Iei4^ang (3) : 
CA — C)«— (2Acosd— B) (B — 2Ccod^) > o 
immer tvf&Ut wirb, fo gibt e^ in einer ^urot M gleiten ®rabed 
im aagemetuen ein 6yfkm aufeinanber f^n!rei|ter conjugirter Stid^^ 
tungen , unb bie gu biefen beiben 9tid|^tuttgen paraOelen 2)ur(bmeffer 
jtttb jwoei 3lren bet €un)e. — 3« ber Parabel gibt e« feboc^ 
nur eint 9tre , mli^t au ber allgemeinen Slic^tung ber S&utc^meffer 
f araKel ift ; aber bie (Svx^t nur in e i n e m fünfte (Sd^eiteO f^nei«^ 
bet. 3tt ber 2;i^at pat in biefem ^aUt bie obige ©feicbung betf 

B 

iwiitn Orabc« bie SOSurjcl — jc * 

aSctttt ju gleicier 3eit A = C nnb B =« 2Acos^ ijf, fo 
ttjirb bie ©leid^ung (3) für j[ eben ffiert? wn z erfüfft, unb wir 
wiffen , ba^ in biefem ^alfe bie (Eux'ot ein Ä r e i « ijj* — 3m Äreife 
ift alfo feber Surd^meifer tim Zxt. 



10^ 
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Ueierfeffen toix (e^t noc^mal« in aller Stützt , xo^i xoxx bii^er 
äiber bie Sonftructton einer (^ttr))e erörtert j^aten: SBenn eine gattie 
algebraifd^e ©teid^ung f(x, y) =t) gegel^en i^, founterfu^t 
man jund^ß bie ^omt biefer ©lei^ung, um bie/enigjen Sigenf^^aften 
ber 6ur)>e (ennen 2u (ernf n , tvel^e fh^ unmittelbar oxA Itx Sc^ 
tracfitung bea ^olynome^ f (x, y) ergeben» 

1) SBenn bad Polynom f(x, y) nur gerabe ^oten2en m 
y enthalt, fo Vjt bie Sunje in S3eaiejung auf bie 8lre ber x fym^ 
m e t r i f (^ , tDetd^e folglich al^bann eine 91 r e ber (Surve ift. 

2) SQienn bad ^ol^nom lauter ^lieber )^on einerlei 2)1' 
menjiott entJ^Ält/fo ijl ber anfangöpunft ber ffoorbinaten SWitte^ 
p u n f t ber Sur)[)e* — Oft bemerft vxan , bag bie gegebene ®(ft^ 
c^ung bur^ eine Soorbinaten^eranberung ^oereinfad^t xoix\>, unbtif^ 
eben ern)ä^nten Umßdnbe ft(S^ perau^jleQen (§. 46). — Sßenn U 
^Jolynom f (X, y) in Siejug auf x unb y fpmmetrifdi^ ifl/ i^ 
ifl bie {)albirungdlinie be^ @oorbinatenn)infeI^ eine Sir e bergum» 
unb e^ tfi al^bann natürlic|i; bie Soorbinatenaren um 45^ ju tre« 
]^en ^ xoxt bei bem golium be^ S)e$carte^ (§• 47) unb in bem fünften 
Seifpiele in S» 53. 

3ur ncifiern Sejiimmung ber g o r m ber 6Ur\>e conflruirt man 
He Sangenten in ben merfn)&rbig{ien fünften, befonber^in 

ben ®ren3pttnf ten, t)ermiitelfl ber formet 1= —jr-f ^^^ 

* y 

U^xxsmt bann bie ?5unfte^ ffir xot\ä)t bie Orbinaten Tl<liXiv^% 

ober 9)1 i n i m a ftnb« — 2>ann unterfu^t man bie dvixu in )Se^ 
Stellung auf 6onca)oität unb Sonveritat^ befiimmt bie 3 n^ 
flerion^punfte^ unb xotnn bie Sur^e unenblic^e 3n)eige ^at; 
fo beflimmt xnM bieXfpmptoten berfelben. 

Enblid^ fann bie Sttrt>e nod^ anbere, fogenannte aui^titxk 
mit ober finguldre ?)unfte barbieten ; auf bereu attgemeine 
Unterfuc^ung toir nni jieboc^ |ter nii^t einlaffen tooKen* 

Sluger ben ifolirten ?Junften, »te C in gig. 53 beider 
fionc^oibe, unb benSnflerionöpunf ten, wie beränfanj«' 
»)unft %ti ber Suri^e y» = x* (gig. 49) ge^5ren ^ie^er: ber 91«^' 
feJrpunftO (gig.50) ber erjlen »rt Iti ber gur^e y*==x^ 
ber 5Rö(ffe|frpunft ber aweiten %xi, wie (gtg.142) t« 
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ber Sutw Cy — «*)' -- x*=:o, ber t)lflfa^e yunfi, t)ur4^ 
werc^en m e $» r ^ ^ ^ 3^etge ber Surt^e ge^en , mie C (Sig. 55) im 
dritten ^aUc Ut Sonc^oibe unb M ber Semit ideale 
CSift »58) ber fLnfMitpvLnU ber Coorbtnateti. 

Senn bie ®(eid^ung ber Surt)e feine ganje algebratfd^e, 
fmibem eine trait^cenbente, oberatti^nuretneirrationale 
algei^ratfi^e ifk, worin eine SBurielgrö^e mit gerabem Snbernur 
mit tincm SSaraeid^en genommen wirb ; fo fönnen no^ anbere ürten 
fTflgurarer ^unttt »orfommen , voit j. 33. in ber ffurte y = \/x», 
wefd^e nur ben einen 3w"g OA (Jig. 135) ^at, ber fid^ in O 
[(fließt ^ tvt&pcCCb tin B^tu^puntt genannt tbirb , ober in 

ber trandcenbeiiten Curbe y = — -^ (gig. 136). gemer ber 

»orft>rinaeiibe ^unft (bie epifte), tote O (gig. 137) bei 
ber 6urt)e y = i^x* + 2x» , toeld&e aui gtoei 3wrigett OA, OB 
(e^e|ft / wcX^t bie ^albirungölinien OC, OD ber Xrentoinfel in O 
berüf^ren. 

SBir trotten bad Sor^ergej^enbe nur no^ an einem boQflftnbig 
burci^gefü^rten Setfpiele }u erläutern fud^en , unb baju bie ?urbe : 
f(;x^y) = iCy*-x^-96a«y» + 100a«x») = o 

nej^men. 

Sltt« ber bloßen Slnftc^t biefer ©(eid^ung erhellet: baß ber Sn» 
fangöpunft ber ©oorbinaten einSWittelpunft berSurbeifl, unb 
baß bie Soorbinatenaren SIren berfelben flnb, fo baßfteauS )){er 
gleid^e« ^^tittn befielt. — SHJir wotten blo« ben in bem SBinfel YOX 
(gig* 138) liegenben X^til betra(iften, b. i^ x unb y nur p o f i t i )^ e 
SBertl^e teitegen. 

SBSirt) bie Olei^ung für y oufgelört, fo erj^dtt.man: 

y = ]/48a« ± v/x* — 100a» x« - 48« a* 

• = ]/48a« ± v^(x»— 6*a«)(x»-«8«a«), 
ober ^eibe Sßert^ getrennt : 

y ' =? ]/48 a« + v^(x*-6* a») (x^^^liU 

y" = ]/48a« — v^(x«-C«"ä«) (x^— 8^1t«) 

2>ie jmeite SBurjelgröße^ ijl reell für bie fflert^e ^^on x, wel^e 
< 6 a unb für bie, wet4ie>8a.pnb. SBir woKen a jur ? fingen.» 
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tin^eit nehmen unb auf bte Kre ber x , f o wie auf btc b« y eine 
gewiffe $lnia^I fol^er (iinptiun abtragen. 

y ' ifi reett »on x=o bi« x=6 »nb »on x=i=8 bi« x= qo. 6oH y^teett 
fein, fo muß auger bein48«a«> x* — JOOa» x»+48» a* ober x<10» 
f«in; ^»tQ\i^ fft y" reett »on 5 = o bt« x = 6 unb »on x=8 
m X =w 10. aSenn x fiify »pn o bi« $ finbert, fo tyäf^ y" m 
o bi« ^48, wobur0 man ben öunjenjweig OA er^dft , unb »ew 

X fT(^ »on 8 bi« 10 dnbert , fo nimmt y " »on ^IStÜ üb, wo« 
but^ man ben 3»e<fl_pc crjtdlt. — «enbert fld^ x »on W« 6, 
fo nimmt y' »on \^96 bi« ^^ ab, »oburi^ won benaweigBA 
ert»Ätt, unb wenn x^c^ »on 8 bii 10, bann wn 10 Wo oo finbert; 
fo t»««5jl y' »on v'48 bi« ^96 »nb »on ba bi« oo , »obnri^ m 
bc» unenbj^tc^en aur»en)i»et9 DE befomwt. Siefe $$etle bec €utve 
f^Itegen (t$ an etmnber unb biiben btc betben ^etigen dwei|( 

GAB, ctm. 

,a:anflente. — (Si ift: 

f'x = - X» + öOa« X, f'y = y» _/48aay, 

> 

I = * Cx'-r-SO a*) 
y(y»~48a«y 
5in bf» S^WiCten A« P» C tfl 1 = oo; alfo bie SCangente jsorafftl 
$« Ut aire b«r y, unb In B ifH = o; oifo bie SCangentc paraJd 
|U bfr atre bct ? «nb bie Orbinote ein 3» a r i m u m. 

3Der ?(«fann«punft ifl ein »ielfa^er 35un!|, uubwuniBO? 

^ a= u fefttj fo »<r» »ie ©lei^nns ber (5«r»e: 



alfo: 



O'-l)-»^«^ -*)-•-<>' 



I = ®r.*u = 4=> 1. 

V24 



5 

SSenn man u einen att^ifdben 1 unb ~= Iicaenbett 99ert( ^i* 

legt ^ fo werben Betbe ©lieber ber ®Ief dj^ung n e ß a ti t) , «nb e^ 
fann i^x ni^t genügt werben, SBenn OH bte |)albiritng^tinie M 
Soorbtnatenarenwtnfetö unb OK bie 2:angente in O ifl ; fo l^at Hc 
€uri)e in bem SSinfel KOH feinen ^unlt, unb folgrt^ lieH ber 
3n>eig OAB ganj über ber STangente OK. 
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9r\ifmptote. — 9e ift: 

y = y*-x\ y(lfC} = c*— 1 = 0, c=ä1, t^=o, d = o. 
3)ct untnbti^ 3t0äi DB ^ar tie {^AlMrun^AMnie OH jttt 
9lf9mptdtf , unb ta bte Sarve (n bcm SStnfcI HOK feinen ftamtl 
W ; f U^t bct dtvetg CDE gonj u n t e r tetr XfymptMc OH. 
6onca\>ität. -* (S^ ifl: 

f'xa = - 3x« + 60 a«, f"y2 = 3y« — 48 a« ; 
fofgKd^ n)egen a = 1 : 

1/ = iCy^~x*)(x^y^-46. 50) 

y» Cy* - 48)» 
£)cr erfle Factor be^ 3&^ltxi ifl länfl^ OAB pefitit), n)&^^ 
rcnb ber jweitc gactor bc^ 3af fer« unb ber kennet wn O bi« A 
negaüK) fttib« ^olglid^ fe^tt ber S^ti^ OA feine Sonea)>{töt 
gegen bie %xt ber ^jofttit^en y. — ferner ifl ber erfle gactor be« 
3i^ttx^ lang^ CDE negatit^, aber ber imitt %actot unb ber 
92enner ftnb t)on D bid E pofitito; folglich le^rt ber 3tt>eig DE 
feine 6oncat)itdt gegen bie Ure ber ttegati^>en y. 9lur auf bem 
3n)etge BA ober CD> unb atoar toe^n ber Seid^enanberung be^ 
jweiten gactor^ be« S&^l^^^, ' ann e«3nflerii)tt«»)ttttfte geben. — 
JBctbittbet man bie (Sfetd&uitg: 

X« y* -- 48 . 50 = o 
mit ber gegebenen , fo erbaU man : 

x»-10*x6 + 6^ 8? 10« X« — 6» 8« 50^ = 

ober : 

x^ (x2 ^ 0«) — 8^ (X» - 6 ♦ 50}« = o* , 

2)a beibe ©lieber biefer ©leicbung ^on x = o biä x = 6 negatito 
ftnb, fo $>ut ffein biefem ^nterooSe leine SBurjel; unb ba ber erfle 
£^ ber ®lti^vxiQ bon x =: B bi« x a 10 t)ont 9legadoen )um 
$oftti9tn itbergtbt , fo j^at fte in biefem SnleroaUe eineungerabe 
liQa|^( Don SBurißfo^ unb itoot nur eine, toeil, toenn fte beren 
3 li&tte , bie SIbleitung : 

(8x« - 6 . 10* X* + 2. 10* 6« 8^) x 
ober hUi bie in ber ftlammer fki^enbe @r(^e, }n>eimal, unb 
bie nbleitung j^ierbon : 

6 . 8 • X» Cx« — 50) 
einmal in biefem 3nitroatte ))erf^tt>inben xttx^tt, t»aim^tmi%f 
{i<|i ifl. -- 3>ie Suroe pat alfo nur einen 3fi^erionö)>ttnf t , rotU 
<^er (Mif bem 3toeige CD liegt. 

SBenn xmn bie ©leic^ng ; x« + y« = 10« ba«att«bcm 81»^ 
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fang^punfte mit bem ^altoeffer = 10 befc^rtc^nen flretfed mit 
tct 01eti|itng ttr dwc^t ttxiiaUt , fo finbet man , ba§ ber SxtU 
imb bie (Sttn>e ttoc bra r i n e n gemcinfc^aftli^eii fJunf t C ^aben, 
fo bag ber (Enrt^rnjmeig CDE alfo anfer^alb unb ber ilurotn^ 
lioeig OAB innerhalb oed ftrctfee liegt. — Ueber^oupt iß biefer 
£ret^ bei ber Conflruftton ber Sartre ein guter Su^rer. 

Urbniid^anfgabrii. 

SRan foO folgenbe Sitrven conflmiren: 

1) y* — X* + 2ax«y = o, 

2) y^ + X* — 2ay» — 2bx«y = o^ 

3) (x* + y*}* — 6axy« — 2»x» + 2a»x* = o , 

4) (y - x»)a - X* (gig. 134), 
53 y = a + b (x — c)» • 



Hon ben jnr 9eßtmmmi0 einer Camt einer jiegelienm tSottang 

erforbecii4ien Bebingungen. 

S. 104. 

3n S« 15 ^aben wir gefe^en , tote man , toenn bie geometrifile 
2>efinition einer (Sitroe einer geioiffen Gattung gegeben ift, bie a 11^ 
gemeine @Ieii|nng ber ©ottung : 

F (X, y, a, b, • • . h) = o (1) 

ftnbet, wo a, b, • • « h bie n wiSffirlic^n Barometer bejci^nen. 
SRon erf^olt eine fpeciede Suroe ber Oattnng , toenn man biefeit 
9nrametem S^i^tnxottt^t ttütit; aOein ßott beffen f ann man 
biefe i^arameter auc^ babur^ be^nmten, bag bie Snr^e getoif e 9e^ 
bingungcn erfüllen, a* ®* bnr^ gegebene fünfte ge^, gegebene 
8iaien berühren , ic. k. rnnp. 6oII bie Suroe bnr^ tinm gege^ 
benen $unft (x', yO ge^ien, fo ^at man bie Sebingungöglei^nng : 

F (x^y', a, b, . • • h) = o; 
foK fte eine gegebene Stnie berühren, fo erhalt man ebenfalls tvxt 
Sebingnng^gleic^ung, k. SBenn bie Snroe n Sebingnngen geniigeit 
mu$ , fo erhält man ii @Iet4inngen , toel^e bie n Parameter, nnb 
folglü^ bie (Snroe felbß beßimmen. 3>ie SngaM ^tt ^axa^ 
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mtttx, xoem^t in ber angemeineit ® (cic^ung eincv 
Surpengattung t>prrotiinieti, ißpifo bet ünjaH ber 
jur Sefttmmung einev (Sttttoc btefet Gattung erfotp^ 
bettic(^eit Sebingnngen gleicl^. 

Die gegebenen 9rbingungeit fiitnett au^ attfamntengefef^ 

t e t e fein , wie 3. 9. toyin ber WnüpunU, eine fixe, ber 6^eiteT, 

eine ^fympmc , ic* gegeben xoixc. — 3fl ber Wtitlpunlt gegeben, 

fo finb feine beiben Soorbinaten gegeben , uub toenn man fte in bie 

btibtn ©leic^ungen bed SRittelpunfteö fubflituirt ; fo er^&It man jtoei 

Sebingung^gleic^ungen )wif4ien ben Parametern. — 3fi tint %xt, 

ober üfymptote gegeben , unb man fe^t bie beiben (Soefficienien ij^rer 

®lei<bung ben l>eiben Sonflanten gleid^, tbeld^e i^re Sage beflimmen ; 

fo erbätt man ebenfalls }toei Sebingung^gleic^ungen. — 3ß ein 

edfcitd gegeben , fo miiffen feine Soorbinaten fott)o^( ber (SKeii^ung 

ber Sur)>e , aU ber ber $(re genügen, }»ai toieber iwti 9ebiBgung«# 

gfeic^nngen gibt, u. f. f. 3ebe ber angefahrten compleren Sebin^ 

sangen ift alfo iwti eiitfdd^en $3ebingmtgen gleic^geltenb. 

Die attgemeine ©leid^ung ber QUipit unb JE)9))erbeI tnt^U 5 
n^iKffirlid^e Parameter , unb e^ ^nb folglid^ jur JBe^immung einet 
SUipfe unb $9perbe( au^ 5 Sebingungen , }« S. 5 fünfte ; ber 
9Sitte(punft unb brei fünfte; ber SRitielpunft, tin &^tiUl unb 
eine 2:angente, ic* erforberltd^. — Die allgemeine @(ei($ung 
ber ^axahtl enthält nur 4 ^'fttameter ,. toeit m = 1 ifl, unb etf 
ftnb mit$»in gur Seflimmung einer Parabel aud^ nur 4 SebiQgungen 
not^n>enbtg. — 9Xan mu§ ftd^ aber bei ber Sefiimmung ber St tif 
a a b I ber 33ebingungen too^l {^uten : bag man biefelbe Sebingung 
nicbt 3 tt> e i m a I jd^flt* SBenn ), 9. ber ÜRittelpunft unb bie Slre 
gegeben ftnb , fo ift bieö nur fo gut , toie 3 einfädle ^ebingungen, 
Yoeil bie Slre bur^^ ben ^ittelpunft gept unb ju i^rer Sefiimmung 
nur nodb ^ i n e Sebingung erforberlid^ ift. 

Slu^ niu§ man tt>o|fI unterfu(|^en: ob bie in ber allgemeinen 
©fei^una \)orfommenben Parameter xoixltii^ ^erf^fieben ftnb, 
b. ^. fi(^ nicbt auf eine f I e i n e r e Slnga^I rebueiren laffen* — 
@o l^at g# ®- ber ^rei^ aU Dxt ber fünfte, beren Entfernungen 
Don in>ei gegebenen fünften in einem e n fl a n t e n 93er$ältniffe 
^e^en, jur allgemeinen @Iei(^ung: 

welche 5 ^rameter ju entl^alten f^eint , bie ft(^ aber auf 3 rebtt^* 
ciren lajfen ; beim man fauu biefe ®Ui^nnQ folgenbermagen fcbceiben: 
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ofeet : ■ 

X« + y« + Ax 4- By + C = o, 

tbett^e nur 3 Parameter A, B, C tntyalt 

?5irl) bcrfelbe RxtU aU Ort ber ^nnUt wn ter Scfc^affcnjeit 
betrad^^tet: bag bie @umme ber Duabrate ber QEntfer^ 
nutigen ejneö (eben ))on u gegelbenen fünften con^ 
fiant tft; fo ifl fetne allgemeine ©letc^ung: 

11 11 ^ 

^ ft^ + ^>^ + a^a + '>^ + -^ + a^n+b»n-k ^ 

u 
tDeld^e 2n4-l tDiOfurlid^e Parameter a» entölten i^cint, in to 
2:$iat aber nur 3 tot\tntti(fy verf4^tebene Parameter enlj^ält ; im 
man fann immer fe^en: 

^ fti + a^+*» > + an . b,+ b^+* •• + bjöi 



e» 



11 u 

«*i + bS+ÄS+b%+.-- + a^n + b*n-k 



n 

fo baß bie ©let^üng wirb : 

X« + y^ + 2ax + 2by + c = o. 
Sine aug n ©liebem befle{»enbe ©teic^ung ent^dft ^o^^tni 
n — 1 wtflfftrKc^e Parameter ; benn wenn man bie ©leic^ung burij 
einen ber Coefftcienten bit)ibirt , fo fann man bie n — 1 entjlc^ 
l^enben Ctuottenten lux^ n — 1 Sucbflaben begeiil^nen. — Si« 
^oOfl&nbige @(ei($ung be0 mten ®rabe< mit imi Serfinberlid^en (at 
Cin + lKm + 2) @j^'^^^y^ ^^ fj^jjjj^ |j^^ ^jjj Seftimmung einer 

6ur\>e beö mtm @rabe« ^5<^flenö (m+lKm + Z) _ j Sebinflum 

^en rtforberlid^* 

IDie geomttrifi^e X)ffinition einer dux^t gibt bie ün ja^I ber 
in i|»rer allgemeinen ©leicj^ung enthaltenen wittffirlicbett Parameter 
von felbfi an. — 3n ber ©efinition be« Ä r e i f e d f ommt ber 5Wit^ 
telpunft unb ber ^olbmefTer vor ; a(fo sufammen 3 Q^onflanten - 
tn ber 3>e^mtion ber 9 a r a b e { ein $o( (2 (Sonflanten) unb eine 
9M(|>tÜnie (2 Gonftanten) , alfo im ©anjcn 4 eon^anten - in Ux 
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2)efinition Hv CFdipfeunb^V^er^el außrrbcm iio^^ ein fßtu 
^Itni^, a(fo5 Sonflan ten— in bcr 2)efinilt0n hex Sri^iniebif^ett 
Spirale dn $oI (2 (Sonßanten) , bie anfängliche Sage betf Sector« 
(1 Sonjlante) unt> ein Ser^&Itni^, atfo im ©angen 4 Conflanten. 

«• 105. 

Sir finb hiüptx bei ber Seflintmung ber ®attung ber (Sttrt)en 
tron ben geometrifc^en Qebingungen ober S)efinitionen ausgegangen; 
affefo man f&nnte aa^ a n a I y t i f (^ verfahren , unb bie in einer 
gegebenen ®iti^mxQ : 

F Cx/ y, a^ b, • . . h) = o (1) 

tni^XUtitn tSufocn juberfelbenOattung jdjlen* ©o nennt 
man |. JB. alle in ber affgemeinen ®Iei(^ung hei gleiten ©trabe« 
mit j»ei aSerÄnbertici^cn t 

Ax« + Bxy + Cy« + Dx + Ey + F = o 
ent^ftettc Cuwen, Surfen be« ixotittn ®rabe«. BunÄ^fl 
muf man ft^ febocO t>er ji^ern , ob bie gegebene ©leid^ung a U g e^ 
mein ifi, b. f>- ob bie®Iei(bttng bie entfpred^enbe 6utt)e aud^ no4> 
jibt; wenn biefe beliebig in i^rer dhtnt t)erru(ft wirb, fo baß, 
wenn bie Transformation ber Soorbinaten bnx^ brei neue 3Jara* 
meter p, fl/ « betrerffteffigt wirb, bie erhaltene ©rei^ung: 

F (X, y, a, b, • . . b, p, q, a) = o (2) 

mit ber ©leic^ung : 

V (xV y, a', b', . . • hO = o 
ibentificirt werben f ann , alfo bie anaaf^l ber 3>arameter bunj bie 
Transformation ni^t oergröf ert wirb. -- 3fl biefeS ni^t ber gaff, 
b. ^. taffcn 11^ bie n + 3 Parameter a, b, . . . h, p, q, a ni^t 
auf n ^Jarameter rebuciren ; fo ijl bie ©leid^ung CD ttiijit affgemcin, 
unb man nimmt bie ©leid^nng (2) alS ©attungSgleid^ung. 



V^ii ber iSlel^nli^keit 
$. 106. 

^ m 1 1 < 1 1 f . 

SBenu man tnx(Sf einen beliebigen ^mtt O (gig. 139) nad^ 
einem ©yP^we \)on ^Junften A, B, C, . . . in berfelben gbene bie 



- 156 - 

9IaWen)>ectoren OA, OB, OC, « • • iizpi , utib auf benfelben bic 
fünfte A', B', C, . • . fo nimmt , baf 

OA _ OB^ _ PC _ _ . 

OA' ^ OB' ~ OC "" 

ift; fo l^etgt ba« le^te ^unftefyflem bem erflen dj^nlid^ unb 
ä^nlid^Iiegenb; aber mnn bte fünfte A', B', C\ • * • auf 
ben tnätoaxti t>erlängert€n 93ecioren genommen werben unb 
ber pbtgen Stelation genägen (^ig. 140) , fo tt^i^tn betbe @9ßenie 
dl^nlid^ unb in)oer^ Itegenb. — 2)ttt(^ eine jDre^ung ))on 
1800 xoixi bad jweite @9fiem bem erften äfinlid^ unb dbnlict^Keaenb. 
2)er ^ur}e niegen U)o([en toir biefeSlet^nlic^feit ber gorm unb Sage 
in beiben SäOen refp. mit bem 92amen b.irefte unb tn«>erfe 
<£)omot|^eHe begeid^nert. — Vdgt man k fi^ wn o hU od m 
bern, unb ben $unft O, welcher ber Sej^nlii^fett^mittel^unrt 
genannt toixb, aOe mdglid^en Sagen in ber Sfbene annehmen; fo 
er|^ä(t man aOe bem gegebenen ®9{)eme ^omotfietifcbe @9fieiiie. — 
2)ie auf bemfelben 93ector , ober auf jtoei entgegengefe^ten SBectoxen 
liegenben fünfte A, A' j^eiflen |^ o m o I o g e. 

$. 107- 

1) 3tt)ei ®erabe , weti^^e jwei 3toare homologer 35unf te A, B 
unb A^B' "otxhinitn, unb be^^iatb ffomologe ^d^tn, ftnb pa* 
r a n e I , unb ba^ Serf^dltniß ibrer Sängen ift bem Sfel^nlic^f eit^' 
^rfidltniffe k gleic^. 

2)enn nadji ber SBorauöfeßung iji -^^ = -gg; = k ; folglitj 

AB 

AB p ar a 1 1 e r 8tt A'B' unb mitptn j^^ = k. 

2) 9Benn brei fünfte in geraber Sinie liegen, fo liegen bie 
brei bomotogen fünfte aud^ in geraber Sinie* 

3) 2)er 3Binftl jmeier ©eraben iß bem 3BinfeI ber f^omologen 
©eraben gteic^. 

4) 33er J)urcbfc|nitt«punft jweier aeroben ifl ber bomologe 
^unft beö Surd^fc^nittöpunfteö ber beiben (homologen ©eraben* — 
aBcnn mehrere ©erabe burcb benfelbcn ?Junft gepen , fo geben bie 
l^omologen ©eraben burc^ ben homologen $unft* 

5) SBcnn man irgcnb einen ^unft I ber ebene mit ben vtx^ 
^kicxKn 'Punlien bcö c rflcn ©pflemeö unb feinen f^omologen 
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funtt r mit ben verf^^iebenen ^'unften be^ {weiten 69ftenietf lorr« 

binM; fo ftnb btr auf btefe 88etfe erhaltenen ®eraben )>aameife 

paralfel unb in htm con^anten !Bet^dItmffe k. — iDtefer 6a( 

folgt unmitteUar üni htm t^otf^ergeffenben. 

Umgef^rt, Xütnn bte beiben G^ficme A, B, C, • • * nnb 

AS B', C',... f0 befc^affen ftnb, baf bie (Beraben lA, IB, IC, • . . 

tef}j. Oen ®eraben TA^rBSrCS . • • parairel ffnb, unba« 

i^ntn in htm confianten 9kr^dltni{fe k fielen ; fp ftnb bie beiben 

funütff^tmt iixttt , ober inüer« ff omot^etift^ / jlenad^bem lA, . . . 

unb I'A', • • • einetlet, ober entgegengefe^te 9ti(^tungen ^aben. — 

2)enn x&vmX man im er^en goQe auf II unb im jweiten gatfe auf 

t^ter SerldnAttung einen ^unft O loon folc^er SBefc^ffenf^eit , ba§ 

Ol' 

^ = k ifi, fo faffen bfc beiben SRabifn oberStra{fIenOA,OA' 

3ufammen, uttb ti i^ ber SRittelyunft ber ^motj^ette. 

6) S^ feien M, Mi {»ei benatf^barte ^nf te einer tirurt>e, unb 
M^ M' 1 bie beiben homologen fünfte auf ber ^omot^etif(f^n ^mtt, 
fo ftnb bie ©elanten MMi unb M'MS ))ar aller. 9{&^ert fti| 
nun Ml bem fünfte M unenblitb , fo nä^rt ficf^ autb M'i bei* 
$unlte W unenbliii^ , unb bie ftet« gu einanber ^xataQefen 6efanten 
ftnb aut^ in i^ren ©renslagen, b« ^. al« Tangenten {u 
einanber parallel, ^oigli^ ftnb bie 2:angenten in homologen 
fünften pavattel. 

7) 3n>ei @9f}eme; n)el($e einem britten S^fieme ^omotffetifd^ 
ftnb , ftnt^ ffomot^etifi^ unter ftcf^. -^ j&enn ti fei A, B, • « . I 
ein gegebene^ @9ftrm, fo eonfhuire man m\iit\^ betf 9tit«^ 
telpunfted O unb hti Ser^dltniffe« k ein erfie^ ^omotl^ettf^e« 
etilem A', B', ♦ . ♦ V unb mit ^filfe be^ a»itter|>unfte« O' linb 
fcee 5Ber|>äItttiffe^ k' ein jmelte« bomot^etif<|e« Softem A'', B'^ . • . F '. 
SlMbanti ftnb A^' unb hf'V* paraSel gu AI, unb folgltd^ )>ataSeI 

k' 

unter ftd^^ unb flehen xvl bem conßanten a3erf»ä(tntffe^^k|, toeil 

beiben ©9fJeme A%BS . . . T unb A'', B", *..!'' ftnb alfo 
nad^ 5) bomot|ietifc|^ unter ^ä^. 3toei 'JJunfte A' unb A", welche 
bie homologen beffelben britten A ftnb , ftnb f^omolog unter fi(^. — 
SBenn bie beiben €vfleme A', . . . A", . . . gleicbjeitig mit 
A biref t , ober inoerö Jomot{>ettf(<> ftnb , fo ftnb fle b i r e f t fioi^ 
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tnot^tifi^ unter ft(^ ; aber iDenii A' Mreft unb A'' imexi ^mo^ 
tffetifcft mit A tfl, fo fi?*) A', A'' tnt)er^ ^mcifftti^^. 

8) ^dttc man bie beiben ©pftme A', . . . unb A", • . • mu^ 
telß beffelben Seriiärttiiffe« confirmrt, foulten (te gleich unb 
ttttfetnanberleflbat. — ©eim wenn k = kMfk, fo jtnb bte ^JaraW 
Wen I'A'^ I"A" g I e i (^, unb bie beiben ©i^flcwe jinb anfeittftnbct* 
legbar*— ^an tx^Ü alfo au einem geaeBenen ©yjleme \)trmtttelfl 
eine« etniigen Sle^nlici^feit^mittelpunfted aOe ^omot^elif(^ett St^tnr, 
tt^enn man baö ißer^dltniß k ft^^ t>on o bidoo dnbemla^; aberbiefe 
®9geme j^ben in ber (Sbene befonbere Sagen. 

93 S)ie brei Sle$fnli4)feit«mittelpunfte breier ^aoi^e j^omot^etifc^er 
@9ßemc liegen in geraber Sinie. -- S^enn I&§t man ben $unft 
I in O' fattctt, fo fdttt I" au^f in O' unb T auf bie ©erabeOO'; 
aber bcr ae^nlid^fcitömittelpunft 0'' ber beiben ©pflcme A' unb A" 
ließt auf ber ©eraben I'I"; folglich Kegt er auf 0(V. 

10) (J« feien S, S' (gig. 141) jaei 6ur\jen> mlä^t einen 
^iitttpmft l^aben unb g. 9. b t r e f t j^omoilettfd^ ftnb , fo jmb fte 
a»^ int>er« ffomot^eti^ö), Xienn ftnb C, C bie aSittefpuitftebtt 
^iben Würben / unb M,M' a^^ij^omologe Quitte, unbrnonnivoRt 
«uf C'M' einen ^nnU M\ fo, ba^ C^M^ »CWifl; fo «e^crt 

ber 55unft MS ber Surt)e S' an. — Wun fft <^*^^^^. =*/ ^^^ 

fo au6 7^^ = k- ©ie beiben Curtjen S,S' Jaben atfo iwet 

Hel^nlidS^feit^mitlelpttnfte , n&mtiify einen i u § e r n , auf ber SBex* 
längerung ber @eraben CC^ tiegenben, u^eU^er ben biref t Jfomo^ 
f^tif^n <£urt)en enlf)>ri(|^t ^ nrb einen innern, auf ber ®eraba 
CC^ felbft (iegenben, tt>el(^er ben beiben inuerö $onu>t{Nettfd^eii 
Surfen entfpric^t« — Die SKitteI))ttnli«(ittie tt)ir^ X)on bet beiben 
9ie{|ttli4^ettömitte()»un^n j^oirmDm^ get^tt* 

11) ^at man brei pomotj^etif^e Surt^en S, S' unb S" f f^ig» 141) 
unb man ixe^t burcb i^re üWittelpunfte C, C^ C" brei paratiele Wa* 
bten CM, CM', C"M'', fo befltmmen jte bie j^omologen ?Julifte 
M,M%M"- — SDSenn btefe breiSRabien in berfelben JRi^tunfl 
gebogen ftnb, fo ftnb bie enifpred^^enben brei aßtUelpunfte ber^^o^ 
motl^etie Äußere. @inb gn^ei 9tabien in berfelben unb ber britte 
4n entgegengefe^ter Siitl^tung gegogen^ fo iß ber eine SRittelpunft 
ein fiuflerer unb bie beiben anbern ftnb innere. -^ 2)ie brei 
4ttgern STIittelpunTte liegen alfo na^ einem ben>iefenen @a(te (9) 
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m geratet Siiite , nnb baffelbe gtll VM trfieitt itoci inncxn 3KU« 
ttlfnrdun unb btm aa^xn SRttlelpunfie ^ k9el((^cr hem txituti innern 
en^fprtc^l. 

J)ic trei mmlpnnMlinitn CC, C'C', C'C bifben ein Sretecf, 
unb toenn man bie brei tnnertt^ ober jtoei iu§ern unb ben entfpre« 
^^enben innem ber ÜXitlelpunfle ber ^omot^elie mit ben geflenuber^ 
liesenben SBinfelfpi^en tDerbtnbet ; fo gelten bk bret Serbinbung^^ 
linitn bux^ benfelben $unf t. 

Ht^nli^t Figuren. — Stne Stgur l^ei^ einer anbern 
ä^ nl iif, tvenn fte dnrr j^omot^ettf^^en ber Te{itern glel0 ift. 

S. 108. 

(^d fei: 

f (X, y) = o (1) 

iit ®Iei4^ung einer 6urt)e S, fo xooücn m'r ben atnfang^punft jnm 

Tlititipnntu ber |)omot$fetie neffmen unb xait bem 93er|id(tmffe k 

eine (Surt>e S^ conßruiren , tccti^t ju ber erflen ^omotpcti^^ i% 

@tnb al^ann x, y bie Sootbtnaten eine« beliebigen ^unftetf ber 

etpen Surt>e unb x', y' bie betf j^ologen ^nim ber gwdien; 

fo l^oi man : 

^ ~ F ^ ' 

tt)D k pofiti^/ ober negatit) iß, (ena^^bem bie «^Mtot^etie 
eine birelte, ober ini^erfeiit ^t ©ietd^uatg: 

f (kx', ky') = o 
iß foIgIi4^ bie allgemeine (SHti^n^ ber j^omoi^ttiil^en^^ (Sanmi 
t>^ gegeb^in ^ inbem ber 9nfang^)»itttf t bet 3KUtet))Sttft: ber {)o^ 
moijfetie ifl. 

Sa§t ment bie Cnroe ^ feflieget^ tmb^ imtSiit bk <Suroe 8' in 
ij^rer &ent fo # baf ber Snfang^tmnft in ben $ttn& O' ober 
fp, q) faßt ; aber bie aren au ijfrer urfprünglic^en 9li(WMttg ^ 
raffel bleiben; fo iji bie ©lei^^ung ber (Juroe S' inSejug auf bie 
%xtn O'X', O'Y': 

f Ckx^ kyO =: o , 
unb in ©egieffung «uf bie «ren OX, OY : 

f(kCy~p), k (y-q)) = o (3) 

3n biefer neuen ?age ifl bie ßurioe S' mit S ^omofi^etifd^ ; 
bcwi bie au* O un^ O' gejogenen STabienocc toren pnb parallel unb 
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in bem cotiflanten Set^dltntffe k. ~ 2)te ©let^ung (3), t^tlä)t 
bxti toitUüxlii)t f^arameter p, q, k entj^ält, tfl fcIgKc^ tte all« 
fl etnetn e @Ui(fyunQ ber ^omot^ettfc^en Surfen ber gegebenen (Sun)e. 

«. 109. 

tfln^uni ^nU4^r Curvcn. 

iOSenn man mit ber 93er(egung beö Slnfang^punfted naci^ 0' 
^ugleicl^ eine Z>rel^ung ber Uten um einen 9B3infeI a \)erbinbet, fo 
|fat bie 6urt>e S' eine beliebige Sage in i$irer Sbene , unb iß ber 
gegebenen blo^ & ^ n ( i ^. — Die ®Iet(^ung ber auf bie ben)egli^en 
aren O'X', O'Y' belogenen Curt)e S' iß : 

f Ckx', kyO = o , 
unb bei rec^ttpinfligen Slren er|fdlt man mittelfl ber Zranöformation^^ 
formein ; 

x' = (x— p) C08a + (y-q) slna, 
y'.= — (x— p) sin a + Cy— q) cos a 

aU (Steigung ber Sttr\>e in ©eaug auf bie feflen ären OX^0\; 

f [k((x— p) co8a + .*.), k (..o]= o, C4) 
n^eld^e 4 n^iaffinlii^e $arametei: tntmt, unb bie allgemeine 
®Iei^ung ber dj^nlid^^en Surt)ett ber gegebenen Surve tß» 

Seifpier* (£« feien bie beiben ©leiibuugen be« gtwiJcn 
®rabe^ mit jn^ei Serdnberlic^en: 

. Ax* + Bxy + Cy« + Dx + Ey + F = o,) 

A'x«+ B'xy+ C'y«+ D'x-f B'y+ F' = o i ^^^ 
gegeben, fo iß bie aOgemeine ®rei<l&ung ber ^omotjetifc^en duwtn 
ber burc^ bie erße ©letd^ung au^gebrfidEten <Surt)e: 

Ak^x» + Bk«xy + Ck«y« — (Bk'q + Ak« J> -- Bk> x 
— (Bk*p + 2 Ck2q -- Ek) y 

+ (Akap^- + Bk«pq+Ck*q«+Bkp+Bk4+F) = o. 
3bentißctrt man biefe le^te ©leid^ung mit ber gtioeiten > fo er^ 
l^t man : 

A _B^_C _ ""°^-^^P + i -Bp^2Cq+ | 
A' ~ B' "~ C D^ "^ E' 

^ ApHBpq+Cq«- T ^ ~ ¥ ^ + P' 

unb n^enn man 3n>tf(j|^en biefen 5 ®(ei(^ungen bie 3 ^rameter p, q, k 
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üiminitt; fe hdmm man bie jwet 8f tteftund^fllU^iiiigcii , tod^ 
mmätn: ba§ bte brtt ©lei^utifieti (/i) etttfprei^eiibe« SuvDeii 
Mmot^etifc^ ftnb. — 91m finb. ai^er bte beibeit 0kii|mii|cii : 

A^ _ B _ C 

A' B' "" C 

worin bte }u elimiittrenben Parameter ni^t toorrommeit , gerobe bie 
Uümwianattn SBebttigungtfgleii^intgett. — Sollen alfo ^tbei 
(FffrPfn be« a^^i^en ®tabe« f^omotf^etifc^ fein, fo 
murren bte (So ef f tctenten bet ©Heber be« itoetten 
®rabe« pxopoxtional fein* 

f. 110. 

1) SBenn eine ©letc^ung : 

f (x, y, a) = o, 
tt^ortn ber tDtUfurltd^e Parameter a porfommt, in IBe}ie^ung auf 
^r yi a homogen tß , fo ftnb aKe bnrc^ fte au^gebrücfte Sur^n 
Hmot^etifd^» 2>enn gibt man bem Parameter a ben befonbern 
®^^^ •©# f^ f^«t> «0« dJttKd^en ffurt^en wn f (x, y, a«) = o 
in bet ®(ei^ng: 

f (kx, ky, ao) ^ o 

^ntl^alten , ober tbenn man & = ^ ^^^^ ' ^" ^^ ©leic^ung : 

, f (kx, ky, ka) = o 
ttnb enblt4^ ix^egen ber ^omogeneit&t in ber ©leid^ung : 

f Cx, y, a) = o 
^0 a gans «HUfftrlic^ tfl, toetl k e« ifl. 

2) jDte in ber allgemeinen ©lei^ung einer (Surbengattung ent^ 
Mienen n Parameter fönnen burc^ u anbere gleic^geltenbe ^axa^ 
tt^ter erfei^ toerben^ tvobon brei p, q^ a bie Sage, unbbten-^3 
iiti^tn a, b, c • • • bie Sbrm unb Z>imenfiotten ber ffutbe 
i^e^immen (S. 48) , fo bafi man eine ®Ui^ns : 

f (x, y, a, b, c . • O = o (5) 
tx^U, ibeld^e n-3 9>arameter ent^jift, unb aUt ffurben ber ®aU 
tttng , aier labefonbern Sagen , au «br&dt. @emö^nlt^ erf^tt 
man biefe ©leid^nng bireft nt^ bor ber aOgemeinen @Ietd^uttg* 

SSenn alle Parameter a^ h, ^ . . Singen finb , fo iß bte (Situ 
<^mig C5) notj^menbig homogen. in SBeing auf x, y, a, b, . . » 

Gd^infc, Coor^iiifttcngcoincUtc. " 11 
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Sit tDcKeit Me teit 9Bert^R ao/ bo, . • • ber Parameter tntSpxt^ 
^it (Smh So ober f (x^ y, a«, b©, . . .) = o Uttaifyttn, fo 
ftnb oKe mit So ^omot^lifi^f n (Ettn)cn enlfNiIten in ber (Sleic^uns : 

f (kx, ky, ao, bo/* • O = o 

ober toenn man fegt : 

a^ _ b^ _ i_ 

ao bo ' * * k 

in ber ©(eic^ung : 

f (kx, ky^ ka'^ kb'^ . . O = o , 

unb n^egen ber {)omogenett£t in: 

f (X, y, a', b', ..0 = 0. (6) 

3^it burc^ bie ©leid^nng (63 gegebenen Surfen ftnb offenbar 
in ber ©letd^ung (5) entf^alten« 3ebe 6ur))e, totl(fy.t ber 
eur\)e So a|inli<^ ^f^/ ^ß <^Ifo oon berfeUen (Gattung 
itnb i^re linearen Parameter ftnb benen ber erf^en 
)>ro)»ortionaI; nnb umgele^rt k. k. 

3} 3un>eiren toirb eine $tgur nic^t IM bnni^ S d n g e n ^ f oa« 
bern ani) inx^ SBBinfel unb ^txp&ltni^U itfdmmt, nnb 
gur 3(e^nli(^f eit lotrb alMann erforbert , ba$ biefe SBtnfel anb Set^ 
]^dltnt{[e gleicf^ ftnb. — 98enn alfo bte Sigaren etaer 
@attung bur4^ eine geioiffe Xn|a^I ^on Parametern 
beflimmt merben, toel^e t^eiU Linien, titiU 995infel 
unb 3a^len finb; fo muffen, »enn a»ei giguren bir* 
fer ©attung äMIic^ fein foilen, bie Stuten pro« 
portional uab bie Sinf el unb 3a^ltn gleich feiiu 

4) SBenn iut Seßtmmung einer gigur , nac^ %oxm unb ®ro^ 
unb abgefel^en oon ber Sage , anreine^änge erfotbett a»{rb ; 
fo ftnb alle Suroen ber ©attung einanber &^li^. — CF^^ f[nb 
alfo alle ftreife, alle f^arabeln, ic* einanber iffulicb, laeU 
tin ßret« bur<$ feinen ^albmeffer , bie Parabel bur<( ten <Uffcmb 
i^re^ yoXa oon ber 9li^tlinie, k. benimmt lotrb» 

S)a eine (BUip\t unb ^^perbet )na<b ber ctfien 2)eftnition Cf« 6) 
burc^ bie gegenfeittge (ftitfemung 2c ber ?Jote 0,0' (gig* 8 u. 9) unb 
turcb bie Summe, ober jDtffereuj 2a ber Stabienoectoren befUnast 
\0tA ; f D ftnb jioei (SSipfen , ober Hyperbeln einanber ä^nli^, 
toenn bie Summe, ober 2>i|ferea) ber Stabienoectoren bem Slb^anbe 
ber f^ofe proportional tft, ober n>enn bt> tl re n p r ö p r« 
1 1 a a I ftnb , tote au^ au« §« 109 folgt. {>9)^^vbeln ftnb alfo et> 
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anber fi ^ n 1 1 if^ , t9enn ipxt fljpmptpttn b e n f e I b c n Sßtnfd mit 
einanber bifben. 

5) 9Bfnn f (^, ^) s o bie ®Iei((uitg einer (Snttoe in fjolar^ 
coorbinoien t^ , f jß bie Olei^ang bcr (om^t^lif^tt (Surven, 
«»cnn tet ffol l>et SRittelpunft ber ^omot^elie ifi , fpigenbe : 

f Ckp/ ^) « o. 
^ternM^ finb oSe Spiryeltiben tinb Stffptben dnanbet i^nliclf. — 

|>al man bie logaritMWe S^Jirale (> = a"^, tt>o a )>ofitio i{t; 
fo iß bie ® leic^ung ber äj^nltijl^en epixaUn : 

k(> = a^ ober ^ ~ x- a"^, 

uttb wenn man k = a" fcftt : 

P — » * 
Stefe le^te ©leic^nng brudt bie gegebene @pixaU felbfl au6, 
wenn bie fJotarare um ben 8Q8inf cl a gebrepet »irb* »tte djnlic^en 
6un>en einer Ioßarit]^n!if(^en Spirale pnb biefer olfo felbfl g l e t c^, 
ober mit anbern 9Borten : jwei logarttfimifd^e Spiralen fdnnen ein^ 
anber tiit^t fi^nlic^feim 



^onfUnction ber ollgenuinen ^Ui^mQ U$ ^rniUn ^taiu 

mit 3?0Hi lllirranberit<t)en. 

§• 111. 

3>{c «iKgesneine Qlei^ung bed ^i»et(en ®rabcd nut itoti 9}erän< 

berf4*en 4fi: 

. A.^^ + Bscy + C?y« + Dx + Ey + F = (1) 
nnb ent^f^ ^ »tfHftrli^e Parameter, nAmli^ bie IBer^altniffe )>oti 
f anf i^^^ (Soefllcienlen gu bem f»|^n* — SBetm C ni<l^t = o ift, 
fo funn w^^^^®'^^^^^^^) ^^ y ait^fen, »Dbur^ man ei^lt; 

— (Px+E) ± ^^Mx^ + 2NX + P 
y 2C» ' 

»eiitt man fefet : 

m ^ B« - 4AC; N = BE— 2CD, P«=Ea ^ 4CF. 

11* 
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2>ie ®erabe: 

y~ 2C* 2C 

tfl ein S)itr^nif ffet ber dnwt, xotil {te aOe 2u ter 9bre brr y 
t)aroIIcIe @e^nen ffaK{tt(S.96), unb um jtvci^Jntilicberffnr^e gitm 
galten, mtt§ man ffir trgmb einen SSBettj^ )>on x toon tiefem j{>ttt<^<^ 
meffer au« in bet Stiftung ber Dtbinaten mtf beiben 6eitcn eine 
Singe : 

2 = ^ 1/Mx« + 2Nx + P 

nefimen. — 4^ ^anbeU fti| alfo }un5$f} um bie Untetfu^ung M 
2:tinome0 : 

Mx«+2Nx + P, 
wobei mehrere ^äffe }tt unterf^eiben ftnb. 

%. 112. 

Clltpfen. 

(Jrfler gall: M = B» - 4AC<o. — JDieler gaff jex^ 
fäUt feinerfeit« tDieber in 3 %&Ue: 

1) (S« ifl N« - MP > o. — anbann ftnb bie betben SBnr^ 
jeln ber ©leid^ung : 

Mx« + 2Nx + P = o 
reell unb unglei^» Sejeicl^net x' bie Ileinße unb x'' bie 
grj^flte biefer SSurseln, fo i|l b(tf Srinom au^t 

M (x — xO (X — x'O/ 
alfo pofitiio unb z reell für aOe 2toif(^n x' unb x'' liegende 
993eriiie wn n, unb negatito, folgli^^ z imaginär fflrlebeft 
aaSert^ oon x^ »elcfier < x' unb > x" ijt 

3ie^t man a(fo in ben Sbflänben OP = x', OF';» x'' CSift* 142) 

gu ber 3(re ber y ixotx ^aroOelen AP, AT' , fo liegt bie fivmt 

gwifd^en biefen S^araMen. — 2)a in bem pofttioen veränberlif^en 

yrobuete (x — xO Cx" — x) bie Summe ber gactores con^ant 

unb gleich x'' — x' tfl, f o ifl biefe« ^robuft, unb folglich z ein 

gtaxtmum, loenn bie beiben g^ietoren e^inanbrr gleii^ fwb, 

x' + x" 
b* ^. u>enn x =- — ^ — iß, unbbiefe« SRarimum »on z tfl: 
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/ 



& fet Q hit SRiltc t>Pii PP'^ unb man ne^e : 

4 

fo fmb B, B^ iwtl 9unftf bet Sun)e , unb tvenii man bnrc^ bicfe 
^rnttt fataUtUn ju bem 2)ttr((meffer }ie^t; fo tvitb bie Sun^e 
«on bem ^ataHelogramme DEFG umfc^Ioffc n ; fte ge^f buri^ bie 
Vnnfie A,A\ tt>eil für x = x' unb x = x'' offenbat z = o i^, 
uni) fte tfi eine cotioere £un)e, weit fte oon einer beliebigen ®e^ 
ra^elt nic^t in mef^r aXi jwei fünften gefc^nitten lyerben fann. 

Stefe gef(^(offene cont)ejre Curt^e iß eine <E((i))fe 
2) €« ifl N« - MP = 0. — aWbann ijl x' = x'' = -£, 



uith 



1/m 



für X = x'/ wo Ä = i|l, unb bie (Jurbe ftd^ auf ben fJunft C 
nindtu — 3iit ©(eicj^ung CD lägt ftdd in biefem %aUt auf folgenbe 
form bringen : 

(2Cy + Bx + E)« -m( X +-^y = o, 

ttnb ba M < o ifl; fo ijl ber erjle Z^tH berfelben bie Summe 

atveier Buabrate, toelc^e nur bann = o loerben fann^toennüebed 

einzelne Ouobrat = o n)irb , xoai ben Z)ur^f(^nitt$punft C be^ 

N 
Surt^meffer« mit ber ®eraben x + ^ = o gibt» 

3) (Si ijl N« - MP.< Q- - ©eftt man ^^^^ ^' = k\ 
{o lann man ba^ £rinom auf bie $orm : 

i^rmgen* ^ai Zxincm ifl alfo fttti ncgatio, folglich z fletd 
imaginär f unb bie ©leuliung (1) ^at feine geometrifc^e ®t* 
beutong. 

3tt bitfem ^otte ifl ber erfie Z^zil ber ©leid^ung (i) ^^^ Summe 
breier Ouabrate: 

[N\* MP — N*i 

unt fann fAr fctn SSirt^fv^em 90tt x uttt) y mfc^winten. 
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Smtittt gan. - e« ift M = B» - 4AC > o. %u^ 
bufer SaK ^erfdat in bxti anbere : 

1)'(£« tjl N^ — MP > o. — Äföbann i^ ba« Ärinom 
M (x — xO (x — x'O pofiM»/ foigK^^ z reell öon x = x" 
M« X =s + OD unb wn x = x' Kg x == — od reell unb bdc^jl 
wn o l^tö OD. Sd ijiit folglich gtt>ei boppeUe un enbl id^ e (£ur)^em 
iwetge^ t90t)0tt ber eine jur Steckten t)on AT' (Stg. 143}, unb 
ber anbere jur Cinfen »on AP liegf. 

' 12) C« iß N« - MP < 0- — aWbann ift, »eim ^^j:^' 

IBP 

= k« gefeftt wirb: 

fotgtid^ i^ z für alle 2Bert|pe t^on x r e e (I unb f&nn nieteal^ 

verfc^winben. gur x = — -^patmanbaöaÄinimuW äö^-I-J*. 

N 
fHimmt man ^Ö = "*" 'Ji (?5^3* 144J unb »on bem 2)urd&meffer au«: 

fo ftnb B, B' }tt)ei fünfte ber €urt)e , unb toenn man burcf^ biefe 
beiben fünfte ^araSelen gu bem S>ur(^meffer iit^t; fo beße^t lit 
@ur)>e ani )wei uttenblic^en S^^^S^n , wcwn ber eine aber ber 
Dbern unb ber anbere n n t e r ber untern ^aiaUclc liegt, ^it in 
ben beiben «^or^erge^enben gdtfeit erj^altene (Suri^e ifi eine C) 9 p e r b> e I 
(§. 15). 

3) g« ifl N« - MP = o. aWbann itl : 

N 



7r = 



B ^ ^M , P- ^/M^ 
y- ~"2C 2C 

S)iefe le^te ©leic^ng brikf t ixoti @erabe aiii , xotlüft ft(^ 
in einem fünfte C bed 2)urd^nefferg fc^neiben, ti^eiC bie @umme 
ber beiben (e^ten (Sleid^ungen bte ©lei^ung bei) 2>itrd^meffer< gt»u 
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Uebriflen^ l&^t fU^ bit (Sitt^n^ (i) iit Um firgentvirttgeit gaOe 
folgen^rrma^ot lerlrgen: 

[2Cy+Bx+E -^MCx-^] [2Cy+Bx+E+v/liCx-^)]=o, 

unb man tcain bit botmr^ autfgebrutftrn briben ©eraben ali bie 
® t e n I e einer J£>VPf^M Utxai)ttn. Ztnn wenn N^ ~ MP ge« 
gen 91 tt 1 1 tonwvgixt , fo ndj^ent f d^ bie beiben S'unfte A unb A' 
(^ig. 143) ober B unb B' (gig. 144} einanber , unb bie beiben 
^pperberjmeige cont^rgiren gegen bie ®(^enf e( j^oeiet @(^eiteln)inf eU 

$. 114. 

9 a r a b e 1 ft. 

©ritter gall. -- qg^ ig M: ^P^--4AC=goj f*IgK(^: 

P 

1) e« ifl N > o , fofgK* , wenn x' = — — gefeftt wirb : 

z = J^|/2N(x-xO, 

unb mitlj^in iji z für atte größern aSäeriffc bon x afö x' r e e U. — 
Wimmt man OP = x' (gig. 146) unb jiept au ber Sre ber y bie 
parallele PA ; fo bcjie^t bie gurbe au« einem bopptUtn unenbli^en 
3weige/ welcher gur SRecjften tiefer fJarattele liegt 

2) <£ö ifi N < o* Slföbann ifl z für alle fleinern SBertJe 
^ott X aU x' reeH^ unb bie Surbe bejiej^t wieber au« einem bop^ 
pelten unenbli^en Sw^ige/ weld^er aber ^ur Cinfen ber ^Jaraffele 
PA liegte — 2)iefe unb bie borffergei^enbe 6ur\)e ijl eine Parabel 
CS. 15). _ , 

33 eöiflN=o.~ aKbannifiz = ^,y=-^x±^, 

unb jmenn P > o ifl ; fo ^at man }wei von tem S)urd&me{Ter gkid^;* 
mtit .entfernte ^aroHelen ju bemf elben. — 3Stnn P = o ip , f o 
fallen biefe beiben ?JaraffeIen in tim jufammen, unb ber erjie Zfyfii 
ber ©leic^ung ip in bt.efem ^aUt ein t)oUfidnbiged JDuabrat : 

(2Cy +Bx + E)2. 
äScn^t enbli^ P < o ifj, fo ifi, z imaginär» 

9la(b ber borl^ergefienben Unterfud^ung ^at man . alfo folgenbe 
tteberp^t : 
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«« - Uff > o , «ßjjfe \ 

B» - 4 Aü < o Jn» - MP = o , dtt fvmU {«FStjtfeitgattttKft. 

In» - MP < , itii^M ) 
N«-MP>o/ \ 

^ 1 N» - MF = o„ 3»ei f!0 fc^neiben« 1 öftttting. 

be Gerate / 

B» - 4 AC = o ( jP > o jtwi jjaraOde ©erabe > gattuaa. 

'N=eo<P = o eine ©erabe 1 

|P < o ni(^» ' 

43enii s« a(ei(^t 3^^ A = o, C = o ift, fo «ebuctrt ^if tk 
®((i(^ttng (1} auf: 

Bxy + Dx + Ey + F 3= o, (2) 

ober: 

1- - 
Dx+F_ x-c _^ .X 

y — Bx+E -"• rri ~ T'^JT* 

X 

Um We Seartffe 8« firiren, fei b > o, c < a. «enbcrt fti^ x 
»on a bt« + 05 , fo &nUxt ^ y »on + oo iii b , wobuti^ man 
ben Cuwenjweig ACB (gfg. 145) er^fift , ju »er(|em bic Owaben 
AA„ BBi, bereu ®rei(|unaen x = a, y = b pnb, «fipmptoten 
btlben. — SBenu jtc^ x »on a bi« — oo dnbert , fo finbcrt fi^ y 
»Ott — 00 W« b, welche« ben Bwefg A, C, B^ QiU, ber b«fclbe« 
©eraben ju Slfpmptoteu ffat. tJebrigen« öenüaeu in bfefem l>efon« 
beni gotte bfe CoeffCcfenten bet ®Ie{(J>un8 ber ben ^vperbern cnu 
ftHre^enben SBebingung B> — 4AC > o. 

2)te aUsemetne ®(ei(^ung iti aweiten ®rabe« 
mit iwti S^erdnber(i(^en ixüit alfo brei Surfen« 
gattungen Ott«: 1) bie «Hipfenaottung, »ocin ati 
befonberer 5oU ein ^Junft »otfommt; 2)bie ^9* 
pctbelgattung, wel($c al$ befonberu gall |»ei fid^ 
fj^ttcibenbe ©etcobe cntff&lt, unb 3)t>ie |)ar«belgat* 
»ttug, wd^t a\^ befonbere göne jwei paxalUU ®e» 
rabe, ober eine ©erabe unter fi^ begreift. 
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f. HS. 

fBcnn man auf ^le ©Icu^nng (1) bie Stcl^obc Ux Xangcnlctt 
amocBbft, fo ffahtt man: 

2AxiP 

, 2A»+By + P _B ^^ B 

2Cy+Bx + E'" 2C* „ . Bx + E * 

y ■'""Je 

du beit ^nifftfii A, A' (Sig. 142), ivo bie Suroe ben Outc^« 
nrjfer f<|tteibet , tfl ber 92 e n n e t »eif UtOitxudt» von 1 8(ei4^ 
Kttll, alfD I =?= OD unb Me SEangeiilc iKitaSd tax Wxtttt y. 

3n teil fünften B,B' iß: 

2AX+D Bx + B_^ «fr-iir= * • 

folfllt^ iß hit Srangente in biefen yunftett sum 2)ttt4iiiieffer potraOel. 

9 f 9 m p 1 1 e n. — 2>it frfl(^er otttfetnanbergefe^te ^etf^abe 
ber 8lf9mptotcn gibt : 

— — B±^y^-4AC 

Cct + Bc+A=« J^ ?C 

(2Cc + Bjd + Ec+D=oi' * ^ ^ E ^ BE-2CD 

2C-2C^''B«^1AC* 
Senn B« — 4AC < o iß, fo iß c imagin&r, utib mnn 
B« - 4 AC = o iß , fo iß d = od. ©ie ?Jarabd pat alfo fetnc 
Sfymptote , ttnb folglid^ tß bic ^^ptxict bte einjige Suroe br^ jwei« 
ttn ®tabe^ , tveld^e Slfptnptoteit {^qt , unb a^(ir a to e i. -* Gilbet 
man bie palU Summe ber SlfpmptotengleicffURgen , fo tx^t man 
tie ©(eid^ung be« SDurc^meifer« , unb mithin ft^neiben ßc^ bic 
Sfpmptofen. auf bem2)ur(^mtffer. — 3ie^t man biefelien (SIeiddungen 
^ott einanber ab , fo erhält man : 

_ BP ~ 2AE 

"" B» --4AC ' 

unb folglich fc^neiben ß($ bte Slf^mptoten in bem fünfte C. 

SBenit gttglei* B« — 4AC = o, BE - 2CD = N = o 

iß, fo erftjeittl d unter ber unbeßimmten gönn — , nni in biefem 

SaSe untb d bur4i bte ©leic^ung bc^ jmeiten ©rabed gegeben: 

Cd« + Ed + F = 0, 



1 
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t0.oraii4 folgt: _ 

. -E±^E«— 4CF — B+^P 

2C 2C 

B 

Sluf erbnn tp c = — -^ , fo (a0 nuut jtvci paxeXtlc ^ymiff 

toten $at , »eli^e ni^td onbec« (tnb , al^ lie in btefem ^ollc t»tn^ 
bte ®(et(^ang (e^ ^weiten @xabci avOgttt&dtta leiten 0eroben. 

ttcbnigtfaafgabrR. 

' 1) ^ ftnt jtoct yanfte A,B gcgelen, tat0 »eI4e )»« (c 
«eslitle Okrobe AM, BM fo «e^, baf hn 9BtnfeI MAB ^ 
ta« T^ptUt U» füintat MBA ifl ; man foS ben Ort tc^ Sitr<^ 
f4>nittdpunfted M ftnben. 

2} SRan foO bcn Drt ber 3Rttt<Ipuallt ber ßcetfe ftnben, weli^e 
auf ben Si^feln etned gegebenen StnfeM gegeiifue Sängen ob« 
f^aeibien. 

S) fOlaa fott bie bnn|^ bie |io(geiibcn ®lei^va^n oniSgcibfidten 
<iurotn ' confhruiren : 

1) 3x» + xy + y« + 2x + 5 = o, 

2) x» + 3xy — 2x Ä= o, 

33 2x» + xy + y» + 3x + 2y + 2 := o, 

4) X* + 2xy + y» + 2x - 7 = o, 

5) xy + 2x — 5y = o, 

6) X» + xy + 3y» + 2y + 4 = o, 

7) 2y« + 7xy + 3x« — 3y — x -- 2 = o, 

8) 4x« — 4xy + y« - 4x + 2y + 1 = o, 
«) y« + xy + X» + 2x + 2y + 6 = o. 

10) y» - ixy + Hx* - 4y + 4x — 6=0, ffl«>)fe(gig. 147), 

11) y« +^xy + 5x« - 4x ^ o, empfe (gtg. 148), 

12) y«- 2xy + 6x« — 2y ^ 28x + 46 =o, ^ tt n f t (x=3, y=4), 
(gig. 149), 

13) X» — 2xy + 2x« — 2y + 3 = o, fHi^ti, 

14) X« + y« — 4y + 2x = o, «ref« (gig. 160), 

15) y«+xy-2x*— 2y -2x + 3=o, ^ p p e r b e ugtg. 151), 

16) y» _ 2xy — 2y-2x - 4=o, ^pptxltt (gtg.152), 

17) y* — 2xy — 2y + 4x = •, awci fii| f^neibcnb« 
®erabe, 

18) X« — 2xy — 2x + 4y — 1 = 0, ^pptxbtl (?«g.l53), 

19) X« + 3xy + 2y + 2x + f = •, awl ©ewbe BC,DB (gig. 154), 



- tu - 

20) »y + 2y + 3x - 2 = o^ ^9»et6e( (gi»* 156 Ji 

21) y« + 2xy + x«+ 4y+3x + 3 = o, "Parabel (mi^h 

22) y'+ 2xy + x»- 4y-3x+4 = o, 1»ara*cl (gig.157), 

23) X« — 3x + 2y + 1 = o, ^axahtl (gig- 158), 

24) y*-2xy4-x' + 2y — 2x— 3 = o, itoti ^Jarallelctt, 
26) y» — 2xy + x« — 2y + 2x + l^o, eine @erabr,< 
26) y» + 2xy + X« + y + X + 1 = 0, 9li*t«. 

3ux nähern (Erl&uterttttg betf Setfa^ren« foU tvenigflcn« eint 
bitftt ®lti^unQtn, a- ®* 10 coitflruitt »erben. — 9la(^ ber Ueberjtc^t 
t'ti s. 114 brutfl biefe ®(et4^tttig eine Sni)»fe au^, ttnbtt>ennman 
fte nad^ y auflief *t; fo ttpiü matt : 

y ==s ^ X + 2 t. ^^- X« -- 3x + Ip. . 

jöit ®Uiä)unQ be< 2)«r4H»effer< iß alfp: 

y = { X + 2- 

@e$t man barin x = o , fo er^dlt man y = 2 unb für y = o 
ergibt ft($ barauö x = — 8* 3limmt man olfo auf beti d^^oxtu 
natenaren CD ^2 unb CD' = 8 tSig. 139), fo ifl bic eage bc^ 
2)ar4^mefferd br(ltmmt. — @e^t man totitcx iU ®röge unter beut 
3&üviditi^cn = o , fo ^at man : , . 

— X« — 3x + 10 — ^1 alfo X = 2 unb x = — 5» 
pr biefe SBertffe ))on x iß alfo z :;;= o unb bie Sur))e f^iteibet 
ben ^Curc^m^ffer in ben beiben fünften H,H^ für meldbe x = 2 
unb X = — 5 iß» 

jDie ®TÖ$e unter icm SSurteljew^en tfl lait^üt : 

z = v^C2 — X) (x4- 5>. 

Son X = W« x=2 i^ atfo » reHl; fftr x =±: o ift 

z=t ^10 unb für X = 2 ifi z =^ o. !Win»mt man. folglich DF 

=DP' = v/"Jo unb läft x jid^ oo.n o iii 2 fietig onbern,.fo er^ 
Hit man btn ßurbenbogen FHF'. gur x > 2 mrb z imagi* 
n d r , unb foIgIi(ft l^at bie Surve jenfeitö bcr ©erabca HB feinen 
^Junft* — Uta bie negatit)en Slbfcijfen entfprec^enbeu S33ertJ>e 
t)on z ju erhalten , mug man x in — x in bem Slui^brudb pon z 
umfe^en, woburt^ man erffält: 

2 = >^(2 + X) (5 -T X). 
aSott x,= o bi^ X = 5 iß alfp z reell, unb fiir x > 5 
i m a g "i tt d r, 2>ic (Surt)e ^at alfo bieffeitf b^r ©eraben H'B' feinen 
^>unft , unb toenn man in bem legten 3lu«bru(fe von z bie ?ibfciffe 



X ft(( 901t o M0 5 fietig dnbmt Mgf ; fo txmt man bot Curi^ni^ 

S)ie ®renseii ber (Evtt^e paxaM lu btm Z)ur<^mrff€t fittbd man 
na* f. 112, 1) CG = CG' = 1 unt> OP = - y. 3iejtman 

a(f0 Me ^araOeTen 6K, G'K' a» ^m 2)nr(INteffer HH', fe ifl bie 
(Suroe in bat babutc^ entfle^enbt ^araSdogramm eingefc^Icfftn. 



HUbBctiiin ber oUsemrintn tf Irid^nng bt0 jibnteii ^rabta 

»it jmei VerSnbttli^nt. 

|. 116« 

6<aft bie aOgemetne ®Iei((ung: 

Ax« + Bxy + Cy« + Dx + Ey+ P = o (1) 

unmitteltar gu con^uiren, toie tt>ir im SSor^ergel^enben ^et^an $a^ 
ben, fann man biefelbe )U9or bur$ Soorbinatentoertt^anbfung ber^ 
einfallen (§• 48). <S« feien OX, OY bie fefien rec^minfltgen Sren, 
unb ttix tütUtn bie Surve anf bie treuen red^twinfligen SrenOX,, 
0Y| betteten, tt)et(|e man tx^iitp xotnn man bie txfttn um ben 
SSinfel a bteffet , unb au bem 3n»ede bie Sludbrfide : 

X = Xj cosa — yi »In a, 

y = Xi sin a -f Yi cos a 

in bie (Bleid^g (1> fe$en ; fo ergibt ft(( : 

(Acos*a-f-CsIu*a+Bslnacosa)x*| 
+ (2 (C— A) sin a cos c + B (cos« a — sln^ a)) x^y^ 

+(C cos« a+A sin* a— B sin a cos a) y« i+DiX+Kiyi+ P=o. 
SBif moSen nun bat @Iieb mit x^ yi fortaufd^affen fuc^^en, unb 
}tt bem Bn^ede fe^en : 

2 (C — A) sin a cos a + B Ccos« a — sin^ a) = o, 
fö folgt barau^ : 

S)iefe Sefiimmnng bed SSSinfeft a ifl alfo immer m^gfi^^ unt 
bie ©letc^ung ber GTurbe in SBeiiej^ung auf bte neuen Sren ifl : 
MxS+Ny^ + I),Xi+Eiyi + F = o, (2) 
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wo 



= A cos^ a+C sin' a + B sin a cos a, 
N = C cos^ a4- A 9ili* a — B sin a cos a 

gefegt tß* %ui bftt leiten festen ©leic^^ttneni fol^t : 

M+M = A+C, 

M — N = CA — 0) cos 2a-f B sin 2a =r ± v^B«+(A— Cj«, 
4MN = (M+N)« - (M--N)« = 4AC-B«. 

^itxna^ ftnb a(fo M unb N Hc 9ßur}eln ber ©leii^ung br^ 
jn^eiten ®rabed : 

u^ « (A+C)u+ *AC-B»^^ 

4 

f. 117. 

Seriegen xoix j[e$l ben anfangdpunft O tn ben 9unft O' ober 
(p, q) unb feften a« i^^w S5el>ufc reflj. p+^'z q + y' PöWxj.y, 
in (2) ; fo ergibt ^^ : 

]!lx'a+Ny'«+(2Mp + Di)x'4-(2Nq+E,)y'+H=o. 

6o0en bie ®Iieber mit x^ y' sn^ ber ©leic^ung «erfd^tDtnben, 
fo rnttg fein : 

2]lfp+I>i=o, 2Nq + B, = 

foIg{i((: 

_ D, _ Bi 

P~ ■" TM "*""" 2N' 

UKtö t^orottöf e$t , bag ta)eber M = o , tto4^ N = o ifl» 2)ie ©lei^ 
((nng i9irb al^bann: 

Mx'* + Ny'«-f H = o. (3) 

Uebriflcn« ift biefe Stran^fortnation ibeiter nii^t^ , M bie Ser^ 
letung beö anfang^punfte^ in ben SRittelpunft ber (Enri^e. — 
SSenn eine ber ©rSgen M, N, }• S. M = o iß , fo fann man 
nt^t betbe ©lieber be^ erßen ©rabe^ fortfcfiaf en , unb bie Sttrt>e 
I^M feinen <R{ttel)ittnrt ; aber wvpi fann man ba« ©lieb mit y' 

B 

entfernen , wenn man q = ^ .-^fe^t. Suc^ ba^ conflonte ©lieb 

H = Nq* + Dip + Eiq +F fann toeggefi^afft «oerbcn , mofern 
ttic^t Dl s o iß« 3m entgegengefe^ten %aÜ€ D = o tntIfitUt bie 
©leu^nng nur bie eine IBerdnber(i<^e y , unb brfidte folglid^ im 
SlKgenieinen iwi gu ber Slre OY^ paraQele ©erobe au^. 

Die oSgnneine ©lei^ung be^ gtbctten ©rabe« mit )wet fßtx^ 
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änberlic^en tntmt alfo jtDei klaffen ^on (Sutoen, namlt^ 

Mx« + Ny»+H=:o (3) 

avOnttxMt xotxttn, unb 2) üwotn, welche feiiteit 3RftteIpiinfk 
laben unb in Ux ©letc^ung: 

, Ny« + Px «: • . (4) 

enthalten fhib* 

S. 118. 

SBtr Ratten tie aagemeine ©(eic^ung be^ gmiten ©rabed mit 
3n)ei fßtxänUxli^tn mmiiMiax in bte betben gonneii (3) nnb C4) 
aetlegen fonnen ; unb in ber Z^at ^aben xoix in ber Zf^toric ber 
3Kittelpunftc unb ber 2lre flffepen^ bag bic attgemetne ©leic^ung 
jwei Älaffen pon 6urt)en enthalt; ndmliiä^ Curben m i t einem SRtUel« 
pünfte unb } w e i re4)ttt)inHigen ätxen , unb @ur\)en o ]^ n e tTOtttel^ 
^)unft unb mit einer 8lre. — SSJenn man bei ber erjlen Älaffe wn 
Surt)en bie beiben Slren 3u Soorbtnatenaren nimmt , fo barf bte 
Olei^ung ber iSnxx^ nur g e r a b e ^otenjen i^6n x unb y ent» 
l^Wten^ unb folflln^ »erben biefr Curt^n m^t^totnbig baw^ bie 
gorm (3) au«gebrüdt. — Stimmt man bei ber aweiten ^l<i^ ben 
©Beitel 3um änfangöi^uufte unb bte «re ber dvcvH jur Hxt ber x, 
fo barf bte ®(ei4»ung ber Surioe n^eber ein conßante^ ®lieb , «t^ 
ungerabe ^Jotenjen »on y enthalten, unb ba außer bem 9*— 4 AC =o 
ijl; fo ifi biefe klaffe t)on (5urt)en in bet gorm (4) entffalten. 

^aß fDterfmal ber dnntn ber etfien fttaffe befte^t boritt: ba0 
feine ber Oroßen M, N Slull fei^ ober mit anbem 5B8orttii: bof 
Ijir ^robuft B« — 4AC bon 3tuU berft^tebtn fei. ©a« STOerfmal 
ber (Sur^n ber s^^eften tiafe bogcgett # : baß eine ber Orof en 
M,N tRuU fei, b. ^ B» — 4AC = 0. 

«• 118 a. 

fiinfitücHün Ut €umn fe» murUcit 40ra&C0* <er^c Ittd^e. 

(SMipfe unb ^9<)erbel.— Sei ber »orjergeffcubenae* 
buction ber aUgemeinen ®tti^nf^ be^ jweiten ©rabed tt>urbe guerfl 
ba« ®tteb mit xy fortgefd^afft, inbem bie:9K<i&tung beV Soorbinateni» 
ären fo teränbert ivurbe, baß bie 9lxt ber x ber Jbe ber QwfiH 
^araM toar , unb bann tourbe ber Slnfangd^^unft ber Co^rbmoten 
im gaae ber ^Utp^t unb $9)>erbel in ben !roiitef)mnf t^ unb im %Mt 
ber ^rabel in ben ©^eitel ber Cur« berlegt. — ®ie erfle 9?e* 
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iuction ifl immer miQüi), u>r^^alb fie auif iuexft totfleiiommett 
toutbt; ahtv wenn bte Stttt>e eine SOi^^fe ober ^yi^erbel ift, fo iß 
ed etnfa4ier , auerfl ben Srnfangtfpunfl in ben VtitMputdt ber duxvt 
3tt «erlegen , n^oburcl bie ®(ieber mit x unb y verfc^wiaben , iiab 
bann bie Soorbmatenaren fo um ben. fRittüpunlt )tt bre^en , bag 
fte itt ben Slren (er ff uroe »«raOel v^rben , tvoburc^ ba« 3(ieb mii 
xy mff^UHnbet. 

Sknn ber Vtifon^^nft ber (Soprbinaten in ben WUtMpHtOt 
C 0ber (p, q) ^txUgt «Dtrb, fo ge^t bie ©(eid^ung : 

Ax« + Bxy+Cy« + Dx+Ey+P = o (i) 
in folgenbe aber: 
Ax^+Bx,y i+CyS-H2Ap+Bq+D)x,+(Bp+2Cq+B)yi ) 
(Ap* + Bpq+Cq« + Dp + Eq + P) = o, i 
beren ©lieber be^ erflen @rabed )>erf(|^toinben , tt^nn man fe^t : 



2Ap+Bq+D = o, ) 

Bp+ 2Cq + B = o, \ ^ ^ 



mxani folgt: 



_ 2CD — BE 
P - B« - 4AC 
2AE-BD 



B«-4AC 

3)iefe Sßert^e wn p, q ftnb enblid^ nnb be^ml , n)ei( ber Ütenner 
B« — 4AC nid^t =0 ift. ~ @e^ man; 

Ap*-f Bpq+Cq*+Dp + Eq+F = 11, 
fo rebuctrt fid^ bie ©leiij^uitg (10 ber ffur»e auf: 

Ax\ +Bxiyi +Cy«i + H = o. (3) 

ajlan Utxtxtt Ui^ti ba| bie erfien 2;^eile ber ©leid^ungen (2), 
tteld^e bie ffoorbinaten v, q be^ Sroiüel))unfie^ beflimmen, nitl^t^ 
^csittxi $ntf aU bie portieSen eaieäimgen vtt^ x «nb y btg erften 
SJetle« ber ©leid^ung (Dr- »enn fSr x, y h^. p, q gefegt wirb, 
unb ba§ bie confianie ®ri§e H crl^alten wirb, wenn man tn be« 
erflen SC^e« ber Oleic^mtgCO fftrx, y rcf^ p, q fubflituirt (§.94), 

S)re|>et man nim bie ff<M)rbinai«naTen ttnb ben Wül^tinU C 
um ben SEßinf ei a , f ^ai mem (§* 1 16) : 

k B 

tai\g2a.= j--^, (4) . , , . 

unb wenn man fe^t: 

llI=«Acos*a-^-CsiÄ«a 4^8 tili« cosa, ^ - 

N = Ccos-a + Asiii^a-«'Bsiiia cos CK; ) 
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fo re^ttcttt ftc| bte ©(ei^ung bet (Eun>f auf: 

Mx'^ + Ny^+H^o. (7) 

© e i f J) t e r 1 . a)f e Qt^tltnt -0W#iai9 fei : 

2x« -3xj+3y* + x — 7y+l = o. 
®{c f ntft)tc<ieirt>e (5urt>t tp ettie « 1 1 ( j) f c, »eil We ®ti%t B» - 4 AC 
« e g a t i )» tfi. 3ttr SefKfttntung be« WIHHApmlM (p, q) (fai wan 
Me beiben ©letc^ungen : 

4p — 3q + l = 0/ 
— 3p + 6q — 7 = o, 

worau« folgt ; 

fo ba§ matt ben ^itUtpuntt C (gig. 16Q&) leid^tci^nflrutreti fann. 

Slttö ber ©leict^ung: 

^ B « 

taug; 2a = j;3ß = 3 

folgt: 

2a = 71«33'54'', alfo a = 36^46W. 

3k^t man nun burd^ ben VRitttipuntt C bie ©erabe CX'; 

tDeld^ mit OX ben Sßinfel a Mlbet ; fo ffl biefe ®erabe bie neue 

are ber x'. gerne? ifl noicj ben ©leid^ungen (5> offenlHir N>M 

ttttb: _ 

N+M = 5, N--M = ^10 = 3,162; 

folglich : 

N = 4,081; 1II=0/J19 Uttb H= - H. 

Sie ©Teilung ber Snr^e in 8e)te|^ttttg auf ^reXreii iß alfo: 
0,919x'«H-4,081y'» = 4,333, 
ititb bie Sangen t^rer ^Iben fütn h, b ftnb : 

41 = 2,171, b = l,030* 
SbtiSpitl 2* 2)ie gegebene ®leii|ttng fei: 
4x« — lOxy — 3y« + 2öx = 9, 
fo iß bte angef^rige eur)>e eine J^9)>erbel, tt>eil bie ©rjf c B^r^4AC 
pofittvtß. — 3ttt ©eßimmiHig be« SRitteljwnfte* (p, q) ^at 
man bte ©lei^^ungen: 

8p — 10q-f-2ü= 0, 

10p +€q = 0, 
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mvane folgt: 

p = - |y=:- 0,8108, q = ^"tI =1/3514. 

gcrner ifi: 

H = -^=- 8,1081, 

tanff2a=- y , atfo 2a = 124«59'21" unb a = G5«29'45'% 
M + N = 1,M-N= ^149 = 13,2005, 

M =5= 7,103, N = - 6,103. 
2)te ®Iet(^ung ber auf C^re atren bejogenen {>9p erbe ( ifl alfo : 
7,103x'^ - 6,103y'» = 8,108, 
unb bte hängen i^rer ^albaren a, b {mb : 
a = 1,068, b = 1,153. 
Seifpiel 3. 2)ie gegebene ® leic^ung fei : 
8x* — 5xy + 5y — 1 = o , 
io ifi bie entfpre^enbe ßiitw eine ^ 9 p e t b e I , fftr welche man ^at : 

p = 1/ q = */ _ 

N+M = 2, N-M=^29 = 5,385, 
alfo: N = 3,693, M = — 1,693, 

Uttb ijte ©leici^ung in Sejug auf i^re 2lrcn ip : 

l,693x'« — 3,693y'^ = 1. 

^axabti. — Sei biefer ^urve breitet man juerfi bte ffoor^ 

bmatenaren fo um ben anfangdpunf t , bag bie fire ber x )u ber 

8re ber Parabel parallel »irb , bamit ba^ ®fieb mit xy loerft^win* 

ket. — 3tt btm 3wtdt leitet man au« ber ©fetcittttg (4) folgenbe ab : 

Q \ 

tang* a— 2 -T= — taug a — 1 = o , 

u 

))mtt UiH Sßuraeln tt)egen ber Sielatipit B^ — 4 AC finb : 

2A , B . 2C ^ 

- -r '*^^' - 2c ""^ "T * • 

aber wegen ber SRelation 4 MN = 4 AC — B« t jl eine ber beiben 
©rogen M,N SlttU, unb ba baöölieb mit x^ \)erfcbn)inben fott; 

fo nimmt man bte Saäurjcl, wel^e M = o mac^t, namlic^ — ^ , 

^xt man leidet einfielt, n^enn man bemerft, ba^: 

B \* 

M = C cos* a (tang a + ygj . 

Sct^nuf« , ÖPWDiMtfnacomftric. 1^ 
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Drej^et man alfo bte Soorbtnatenann um ben bnrc^ bie 9te^ 
lation : 

B 

tang a = - ^ 

iefKmmten SSinfel a , fo n)irb bie ©letd^ung ber Surt^e : ' 

rA .o. . , (2CD-BE3cosa^ , (2CE+BD)cosa ', „ 

93erlegt man j[e$t ben Snfang^punft in ben Scheitel ber 9a< 
raJel, fo »erfd^winbet ba« ®Keb mit yi unb ba^ conjlante ©lieb. 
2)ie (^oorbinaten bed @d^eiteB erffdU mdn, toenn man mit ber 
legten ©leic^ung t^re SMeituns nad^ yi , b. ^. : 

o/A I n^ , (2CB+BD) 

2(A+ Oy» 4 ^ ^cosa = o 

verMnbet, unb bie ©teicfiung ber Parabel nimmt al^bann bie gorm : 

y'« = 2px' 
an« 

9 e i f )) i e I. S>ie gegebene ©lei^ung fei : 

— 4x« — 12xy + 9y« - 36x + 100 = o, 
fo gibt bie Slelation: 

tang a = J|=|-^ 0,6667 

a = 33041'25". 
£)re]^et man bie (Soorbinatenaxen burc^ biefen SSinfel um ben 
Slnfangöpunlt , fo wirb bie ©leid^ung ber Surioe : 

13y*i - 29,954x. +19,969yi +100 = o / 
unb ipre Ableitung nad^ yi ift: 

26yi + 19/969 = o. 
9ini biefen beiben ©feid^ungen er^&tt man bie (^oorbinaten bei 
@d^eitet$ : 

X| =3;082, y^ = -0,768, 

unb xotnn man ben Slnfangdpunü in biefen @(^eitel ))erlegt ; fo 
teilt bie ©leic^ung ber Surt)e : 

y'* = 2,304x^ 

Sßenn man ^nerfl bie Soorbinatenaxen um ben SQinfel a brepet, 
fo )^erfd^n)inbet ba^ ®Iieb Bxy ber ®Iei((ung (1) unb fte toix^ : 
A'x», + C'yS + 2D'x, +2E'y, +F = o, C«) 
Umgefeptt , wenn man bie Soorbinatenaxen , worauf fic^^ bie 
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mti^uüi (8) (eate^t , um bett Sinfel — a ixtfftt ; fo tnvf (8) 

n^ieber in (1) übttQt^tn. — 6e^t man alfo in (8) 

x,=x cos (— a) — y sin (— a) = x cos a+ y »in a, 

y , = X sin (— o) 4- y cos (- a) = — X sin a+y cos a, 

fo mit§ He baburc^ ent^e^enbe ®Iei4^uttg : 

A' (x cos a +- y sin a)* + C (— x sin a + y cos a}^ 

-f 2D'(x cos a+y sin a>f2E'(— x sina 4- y cos a>f F=o 

mü (1) ibentif^ fein. — ffntwirfeH man biefe leftte Oleic^ung «nb 

Uit bic goefficientctt wn x^, y«, xy, x, y benen öon x«, y«, xy, 

^/ y in (1) flfei^ ^ inbcm man 2B, 2D, 2B refp. für B, D, E gcfeet 

tenft; fo er^dlt man folgcnbc 5 Slefationen: 

A' cos» a 4- C' sin« a = A, (9) 

(A' — CO sin a cos a = B, (10) 

A' sin« a -f C cos« a = C, (U) 

D' cos a — E' sin a = D, (12) 

D' sin a 4- E cos a = E, (13) 

we^on bie brei erflen bte Unbefannten A', C\ a unb bie jn^ei festen 
bte Uniefannten H', E' beflimmen« 

S e i f p i e I 1 . 2)ie gegebene ® f ei^ng fei : ^ 

5x« 4-2xy + 5y« — 12c ^2 y - 12c v^2 x = o, 
fo iCLt man bie Oleid^ungen : 

A' cos*a 4- C sln^a =5, (1) 

(A' — CO sin a cos a = 1 ^ (2) 

A' sin« a 4- C cos* a = 5, _ (3) 
D' cos a — E' sin a = - 6c ^2^, (4) 
D' sina +- E' cosa = — 6cV^2 • (5) 
Sfunifi (1) - (3): 

(A' — CO cos 2 a = o 
alfo: 2a = 90^ a = 45% 

»eil A' — C wegen (2) nUfyt = o ijl. - <Die ©leidS^ungen (I) 
«nb (2) werben alfo : 

A'4.C' = 10, A' ~ C = 2, 
folglich: 'A'= 6, C = 4. 

Serner werben bte ©leid&ungen (4) unb (5) : 

D' - E' = — 12c, D'+E' = - 12c, 
folglich: D' = — 12c, E' =^. 

J)rejet man alfo bie Soorbinatenoren um ben SOBinfel = 45^, fo 
gefit bie gegebene ®(eid(^ung in fofgenbe Aber; 

6x« 4- 4y« — 24cy = o 
ober : 3x« + 2 (y - 6c)« = 72c«, 

12* 
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nnb wenn man fem Snfang^^tunft in htn ^vmtt (0;6c) tttUgt : 

•*• 4. JL — - 1 

24ca ^ 36ca 

jDie b(i: gegebenen ©lei^ung entf)>t((^enbe (Sucve t^ df eine <£ l- 

lipf e, beten ^aliaren 2c ^6'unb Gc finb. 

© e i f ^> < e t 2. a)ie gegebene ©tetd^ung fei : 

X» + 2xy*— y* — 2cx + 2cy — 4c« = 0, 
foifl: 

A' cos« a 4- C sin» o a= 1, (1) 

CA' — CO sin a CO» a = 1, (2) 

A' sin» a + C cos* a = — 1, (3) 

D' cos a — E' sin a = — C, (4) 

D' sin a + E' cos a es c. C5) 
e« iji (1) — (3): 

(A' — C) cos2o =i 2, C6} 

unb 2 (2) : (6) gibt : 

tang 2a = 1 , aifo 2« = 45» unb a = 22i®. 

^ietna^ werten (6) unb (1) + (3) : 

A' — C = 3^2", A'+C s= 0, 
fotgK(^: 

A' = ^^2 , C = - ^^2■, 
Stehet man alf» bte CToocbinaten^ren um einen äSinlel = 22io 

unb feftt D' = ^2. h, E' = ^2, k, fo geft bie gegebene Ölet» 
^ung in foigenbe fiber : 

v'2.x»— ^2". y» + 2 ^2',hx+2Vf2".ky-4ca = o 
Ober 5 _ 

(X 4-h)» - (y — k)» = 2 ^2 . c»4- h» - k». 
3la^ (4) unb C5) iß aber: 

^2". h = — c (cos a— sin a), ^2"* k = cCcos ot + sin a), 
«it|iin: _ 

2(h» — k'») = c»(— 4sinacoso)=s— c* ^2, 

aSetlegt man alfo ben |[nfang^)>unft ber Soorbinalen in ben ^unft 
(I), k3 , fo wirb bie ©(etd^ung ber Surve : 

X» — ya s=-Lc% 

\r2 
unb brü(!t folglt^ eine $9^erbel aui. 

Öeifpiei3. ®te gegebene ©iet^ung fei : 

x» — 2xy + y» _ 4 v/ J, ex = o, 
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fo ergtH ff# gm ^^ <n 8eift>iel 1 : 

a = 45*, A' + C' « 2, A' - C = - 2, 

alfo: 

A' = o, C' = 2; 

ferner : 

D' — E' = - 4c, D'+E' = o, 

nutfftn: 

D" = — 2c, E' = 2c* 

Srej^et man alfo bie Soorbinatenoren um ben Sinfcl = 45^ , fo 

tDtrb bie gegebene ®Ictc^ung : 

2ja ~4cx-f 4cy = 0, 

ober : 

uttb mm man ben anfattfljpunft in bcn yttnll^-|-, — c) »erlegt: 

y* = 2cx, 

mlüit ®(ei^ttns ofenbar eine Parabel autfbrfiA» 
Seif))iet 4« 2)te gegebene ©leid^ung fei: 
X* — 2xy4-y» — 2c» «= o, 

\o ftnbet man : 

a = 45^ A'=o, C' = 2, D' = o, B'=^o. 
SBerben alfo bie (Soorbinatenaren um einen SSinfel von 45^ 
flebrel^et , fo wirb bie gegebene ®Iei(|>ung : 

y^ — c* = o ober (y— c) Cy+c) — o, 
tt)obur(](> ixoti ^arattete ©erabe audgebrüdt toerben, toa^ auc^ Viu^ 
mittelbar arxi ber gegebenen ©leid^nng erj^eUet, menn man fte auf 

folftenbe gorm bringt ; _ _ 

Cx-y-c>/2)(x-y+c ^2) = o. 



(Sic65el^ntcS JlaptteL 

Conflrttetion ber tebneirte» <a^Ui4)nu$en be^ 3meiten tf^rabe^. 

A. CiIIi|>fe» 

$. 119. 
Sonftruction ber (^lei^ung: 

Itfx^-fNy^ + H = 0, (0 

tt)o M unb N baffelbe hi^tw, a- ®. ba« ^\i)tn + ^aben. 
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SBenn H > o tjl, fo tarn ber erfle Zfftil ber ©Irid^ung (1) 
für feinen reellen ffiert^ von xunby i^erf((>mnben ; bie ®lei^ 
(^ung ^at alfo feine geometrifcf^e Sebeutung. 

ffienn H = o tfl , fo it\ifk^t ber ©lei^ung (t) nur burd^ 
X = , y = o ® enfijie , unb jie brficf t folglich weiter nicj^« aU 
ben Slnfang^punft au^. 

JBenn H<o tfi, unb man feßt: a = ]/zi?, b==l/H5; 
fo wirb bie ©leid^ung CO- 

^ + ^ =1 ober: a«y2 + bV = a«b^ (2) 

25er «nfang^punft t'p ber ü» i 1 1 e I p u n f t unb bie Soorbinatenarw 
finb ären ber «ur^e. »u^ ber für y aufgelöf^ten ©leid^ung: 

y = ± 1^ j/a* -. X« (3) 

erj^ettet , ba§ x ftc^ wn — a hü + a unb y »on — b bi« + b in^ 
bert. klimmt man alfo OA = OA, = a unb OB = OBi = b 
(gig- 159), fo ifl bie (5ur»e in bem SRecf^tetfe EPpH ent^aUen unb 
gef^t bur^ bie 5)unfte A.A», ß^ßj, welche bie ©d^ettelbtt 
(5urt)e 5ei§en. 25ie Sangen a unb b J^eißcn bie ^altarcn, unb 
jwar a bie g r f e unb b bie ! I e t n e ^albare. 2)ie Sur»e ijl 
eine CUipfe, »el^e in einen Äreiö ubergc&t, mnn a = b »ia 
2)i{ ©lei^nng bc« über AA^ bcfd^riebenen Äreifcö ifi: 

Y« + x^ = a% 
folgti* wegen (3): 

y b 

Y - T' 
b. |>. bie Drbinate ber gttipfe t)erjalt fi(^ ju ber be« «reife« wie 
b : a. hieran« ergibt fi(^ eine geonietrif($e Sonfiruction ber ?>ttttfte 
ber Göipfe; benn befd^reibt man (üx6) um BBj aW ©urc^meffcr 
einen Ärei« , jiel^t einen beliebigen ^albmcjfer , welc^^er bie beiben 
concentrif($en Äreife in P unb Q fc^neibet , burd^ P eine ^Jaraffele 
gur are ber y unb burcb p eine folcl&e gu ber Slre ber x ; fo ip 
ber Smr^fdSinittöpunft M biefcr beiben Ocraben tin S^unft ber effipfe. 

$• 120. 
Wxi ber ©lei^ung (3) folgt : 

y : b = ^a> — x* : a, 

unb wenn man burcfi ben $unft M Cgig. 160) ber gttipfe eine burd& 
bie beiben Slren begrenjte Oerabe BS giej^t ; fo |fat man : 
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y : MR = 8Q : MS 

y : MR = ]/MS* - x« : MS. 

Siimmt man alfo MS = a, fo folgt MR = b^ wa« ein mtM 
an bie $anb gibt , bie (SSipfe bttr((^ eine ßetige Bewegung au l^e^ 
S^xtiUn. SBettn alfo bie l^eiben (Snbpunfte einet ®e^ 
raben t)on con^anter S&nge fi4f auf atoei re^twinf^ 
Itgen ^xtn ben>egen, fo i^efc^reibt tin $unft M bte^ 
fer ©eraben tint «Uipfe. 

3Ran fann ber ©eraben aucf^ bie Sage MR'S' geben ; benn toenn 
MS' =a tfl, fo tflMR' = b* SSSenn fic^ alfo eine ©erabe 
fo bewegt: ha^ itotiipxtx ^nnftt an^ iwti vt^U 
loinfltgen <9etaben fortgleiten; fo bef<^teibt tin %tf 
Itebiget anberer ^unft btefer ©eraben eineSIIipfe, 
unb bie Reiben ^albaren berfelben finb benSb^ 
^änben bed eraeugenben yunfted )»ott ben beiben 
erteil ?>uttftett gleic^. 

$lu« ber ©leic^ung (3) folgt : 

a«— X* a« 
ober : 

(a-x) (a+x) a> ' 
mithin tfl föt einett iriicJtflen M (gifl. 159) ber €ai>)fe : 

Mpa _ b» 
AP . A.Pj "~ a« ' 
b. ^. ^a^ Ouabrat ber £)rbinate #e|^t |u bcm $r«« 
bttfte a«« ben jugeH^ifle« **f4in»*t«« ber grofen 
Xye in einem conflanten 93erHItntffe. 
«ggentt «an bie ^otorcoorbittaien : 

Q eos (9/ ^ sin to 
Mc 3c unb y in bie @(ei(iund bec Sttipfe fe$t , f o er^rätt man : 

1 __ cos' o , sin» a 
■^ ~ a« "*" ~W ' 
ober w>^"" a > b flcfeet wirb : 

e« a« ^ Vb* a»y 

1 1 1 

«EBctt« fi* «Jfo w »ono ^»^ ?• änbert, fo finbcrt fi* ^ »on ^ Hö g^, 



b» 
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t. ^. Q nimmt von a bii b foctw&Htenb ai , unb folgli^ tß a bad 
^Dtartmum unti b (ad SRinimum «on ^. 

$. 121. 

Sie ®Iei(9ung tet Zlangente in einem fünfte (x, y) bet @T< 
tipfe ip. 

SBenn T (Sig. 159) ber jDuti^fc^nittdpunft bor 3:angen(e mit ber 
«re bet x i|l,.fo ifl OT = — . ©iefet au^brud »on Ol" ifl un« 

a^^fingig Don b unb y^ fo baf, wenn man über A^A «erfi^lebene 
«ttipfen bef^teibt, bte JCaitgenten in ben berfelben ?[bftiffe etitn>re« 
tbenbtn fJunften ade buti^ benfei ben f5uttft T ^epen. Unter 
btefcn SKipfen bef nbet P(b au<^ «m ft r e i «, unb ber ?>unft T »frb 
befiimml, ti^enn tnan nn biefen ttxdi eine Z:angenle jte^t. 6er« 
binbet man al^bann T mii bem auf ber Q^Ktpfe gegebenen $ttitfte^ 
fo ^at man bie 2:angente an bet SQtpfe. 

@oa man bur^ einen aufer^^alb ber Sdipfe gegebenen ^unf t 
E (gig. 167) SCangenten an biefe Surt)e gießen , fo bejlimme man 
für ben über ber großen Sre befcbtiebenen ihrei^ ben correfponbi* 
renben $unf t F (inbem man etn^a BE unb bann HD gie^o / fo 
baß man ^at : 

EG _ MP b 
FG ~ NP ~ a' 
SlUbann gie^e man wn F mi ixoti 2;angenten an ben Aretd unb 
bttr^ bie correfponbirenben fünfte TU, W toon N, N' gu^ei ®erabe 
t^l^ E au^; fo W ^^xt bie beiben gefud^ten SCangenlen. — @oS 
man enblid^ m, bie Q^Sipfe Sangenten gießen ^ toeld^e gu nntt %t^ 
gebenen Oeraben OK (g{g-167a) parallel ffnb, fo conflruirt 
m^i bie correfponbirenbe ©erabe OL joon OK , giej^t an ben Ärei« 
bie beiben au OL parattefen «angeiilen NT, N'T' unb bann 
TM, T'M'* 

^* $9petbet 

S. 122. 

Gonjlruction ber ©leic^ung: 

Mx« + Ny2 + H = o, (1) 

wenn M unb N entge-g engefegte Seichen Jiaben» 
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aSrnn H = o tß, fo gibt bte ®Ieii|^ntt0 )wei tarc^ ben Wn* 

fang^punft gr^be <9erabe : 

X M 

SSenn H ni^t = o ift, unb s* 9. hat 3tUlftn i^im N |^at , fo 
f ann man f e^ : 

minx^ ftd^ bie ©lettfiung (1) in folgenbe ^cttoanMt: 

^ — ^ = 1 ober a» y» • b»x» = - a« b«* (2) 

"^tx S(nfaiig«pttnf t i|l SH i 1 1 e I p u n f t unb bie Cootbinatenoreti 
ftnb axen ber Suroe. Hui ber für y aufgelift^ ©(etil^ttg; 

y = ± A |/x*^a« (3) 

erjeffcl: ba& y für atte a»J'f<l»^tt + a imb + oo, fo t9ie fSr aOe 
im^äftn — a unb — od Itegenbe Sßertf^e oon x reeU ifl , unb baß 
in jebem biefer 3nter»aße ber ajfolute SBert]^ oon y »on o bi« od 
n>d(|ijl. — gflimmt man alfo OA = OAi = a (gig* 162}, fo be^ 
^e^t bie Sutoe au4 jmei unenbli^en 3)^(ig(n , toooon ber eine 
]ur ffit(fyun oon A unb ber anbere jur Stnfen oon A^ liegt« jDie 
Suroe ifl eine Hyperbel, A, Aj ftnb ij^re Sdi^eitelnnb a iß 
i^xt ^albe t e e U e ober O u e r a r e. SSenn man auf ber 9re ber 
y bie Sdnftc OB = OB' = b nimmt , fo l^eigt BB' bie i m a g i^ 
ttäre Sxc ber 4>9perbel. 

$fir bie burcb bte @(eidftung: 

-i^ + S = * ^*^ 

tftt^gebr&dte J^yperbel ift BB' bie reelle unb AA^ bie ima^U 
n d t e are» — 3w^i i>9pwbetn , toeld^e f o befd^affen finb , bag bie 
reelle Slre ber einen bie imaginäre Slxe ber anbern ifl , ^ei« 
§en c n ü tt gir t e |)9))erbeln. 

Sind btr ©leit^ung (2) folgt : 

y- _ b» 
X*— a« a^ 

ober: 

y^ — ^ 

Cx~a3(x+a) a* ' 
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fc. p* : 

AP . AiP ~ a«' 

Sa0 Ott abrät ber Orbinate ßeM alfo)ubemj)ro^ 
(ttfte ber beibeu enlf))re(^enben $lbf4nit(e auf ber 
Ouerai^e tn tintm confianten ^ttpaltni^^t. 

3ur JBejIimmttng ber afymptolen ;>atinanc = ±— , d = o* 

S)te beiben conjittgirten Hyperbeln l^aben biefetben afi^mploten : 

b 
y = ± — x^ 

tüelc^e bie ^Diagonalen tti über ben Slren confirutrten Sted^tedFetf 
ftub. — ©er UnterWieb im^^^tn ber berfelben abfciffe entfpre(|^ett* 
ben Orbtnate ber afpmptote unb ber Hyperbel tt)irb burd^ : 

1 (^ ^ v^5?::i*3 = **^ 



a x+-^^i«— 

au^gebrüdf, unb ba biefe ®r6ße p o f i t i t) tP; fo folgt : bag ber ^9^ 
perbeljtoetg AE u n I e r ber «fpuiptote OG liegt. Der 3weig BH 
ber conjiugirten J^yperbel liegt bagegen über ber »fpmptote. 

SBenn man Aber berfeWen reellen «re AjA t)erf^tebene ©y* 
pcrbeltt bef^retbt , fo flehen bie berfelben Sübfeiffe entfpredjfenben Or* 
binaten in einem conßanten 9$er^ältniffe. 

2)te ©reid^ung ber X a n g e n t e ber ^^ptxUl ifl : 

a« b« ' 

woran« OT = — folgt. — SBenn alfo ber ©eru^rung^puntt M 

gegeben i^, fo erffdlt man ben $unlt T^ too bie Sangente bie Stre 
f4ineibet , wenn man }u>if^en OA = a unb OP == x bie mittlere 
proportionale OT fud^t. 

§. 123. 

SBenn man bie beiben Slfpmptoten ber Hyperbel at« Soorbinaten* 
aren nimmt, fo fann man a priori behaupten: baß bie ©lei^ung 
ber ffuroe »on ber gorm xy = m* fein wirb. 2)enn ba ber Stn* 
fangöpunft SKittelpunft ber 6uroe ift, fo fann bie ®lei(^ung fein 
©Heb t)om c r fl e n ©rabe entJfaUen; ba ferner y = od ijl für x=o, 
fo fommt a\iiS) ba« ©lieb mit y* ni4>t in ber ©leicffung t)or, unb 
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Da X = 00 wirb für y = o , fo fepU ebf nfo hat ®Keb mit x« ; c< 
Metten alfo itoi noc^ imi ®(iebet , namli(^ bai mit xj unb b(tf 
conftantt @lith. ^an fte^t: baß btr^ niäfti anttti ift, alitit 
tu i. 48 angebeatete t)ottf}dnbifle fRtinction, wtläft in bet gprt^ 
{^^ajfung wn 4 Barometern beße^t. 

jötn 3ßtxt^ btx Sonflante m^ fann man leicht befKmmen. jDenn 
»enbet man bie (gleic^ung xy = m« auf ben Scheitel A (gtfl 162 a) an, 
DefTen ffüorbinaten einanbergleiti pnb, namli^ OP=PA=OH; 
fo {lat man : 

m' = OF • OH = ÖH* r=^ = ^—^. (5) 

4 4 

3u bemfelben Stefuftate Qtlanni man au«^ burc^ (Soorbinaten))ern)anb^ 
Ittnj. Denn e^ feien OX', OY' gwei neue «ren , »eli^e mit OX 
Ht SBinf el a, ß bilben , f o ^at man : 

X = x'cosa + y'cos/J; 

y = x' sin a + y' sin ß, 
unb burc^ ©ubfütution biefer äuöbrurfe wirb bie ©leid^uufl (2) : 

V.-T3 b— J^ ^yrr^ b^-jy 

, ^ /'Cüsa cosß 8111 a sin ß\ . . . 

+H — a^ b^ — J ^y -*• 

©epiuimt man nun bie ffiinfel a, ß \o, baß bie ©lieber mit 
X* unb y* »erf(^winben , fo ^ot man: 

b« 

tang^ ß = taug^ «=77/ 

a 

b 
taug ß = — taug a = -— , 

a 

tta« barauf hinausläuft : baß man bie «f^mptote OG' (gig* 162) 

aur «re ber x\ unb bie »f^mptote OG jur äre ber y' nimmt. — 

Die Oleici^ung ber Qurot rebucirt [x(fy aWbann auf: 

gitt« fcer ©teic^ung (5) errettet: bag-bte gro^c be« jt»»* 
f(:^cn t>en betben Slfvmptotcn unb ben 6oorbtnoten 
eine« ieUebtöcn fünfte« M (giß- 163) bet ^vperbel 
tiegenben «Rec^tede« OPMQ c onfiant unba^arber 
^ätftc be« 9le(^te(ie« ou« ben beibcn ^albaten 
fl l e i (^> . i p. — 2)enn wenn & ben SBinf eJ bejetf^ue« , welken 
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tjie {reiben Slfi^mptoKn mit einanber btlben, fo ifl biefe gldc^e 
= xy shi ^ = m^ sin ^ = ^, Weil sin ^ = ^^*L. ift^ 

9lu< ber ©Uid^ung (5) ergibt ftd^ aud^ reicht: bafba^f^ro^ 
buft ber S(bfidnbe t'ebe^ ^unfted ber ^vpetbel 9on 
ben beiben Slf^mptoten conftant ifl« 

SBenn ferner x, y ; x% y ' bte (Soorbinateit ber fünfte M, M' (^g. 
163) ber ^9perbel finb, fo ifi bie ®Ui^ma ber bur(]^ biefe beiben fünfte 
geffenben @efante MM': 

Y-y = ^^(X-^x); 

ober wegen x'y' = xy: 

Y-y = --^ (X-x). (6) 

SBenn man in biefer ®tei<]&unä X = o fegt, fo ergibt fidf barautf ; 
SQ = y' = M'P'. 
2)ie beiben JDreiede SMQ, MT'R pnb alfo einanber gleid^ , iinb 
mithin MS = M'R. — 35ic 3tt)if4>en ber ^^ptxhcl unb 
ben beiben af9Jn»>t^ten liegenben beiben Xfftilt 
einer Sefante finb alfo einanber ßleid^, worauf aH 
befonberer ^all folgt: baß bie jwifd^en bem ©e# 
rüf^rungdpnnfte unb benSlf^mptoten liegenbenbei« 
ben Z^tilt einer Sangente einanber glei4> finb-.— 
©eßt man in ber ©leic^ung CO) , y' ~ y, fo ijl bie ©leid^ung ber 
2:angente : 

Y — y = -. y (X^x) 

ober: 

xY + yX r=r 2m«. (7) 

§. 124* 

Sonfirttction ber ©leid^ung: 

Ny« + Px==o, (1) 

p 

ober wenn mon 2p = — — fegt: 

y« = 2px; alfo y = ± ^^2px. (2) 

2>ie 8lre ber x ijl eine ?l r e ber Sur^e unb ber ainfangöpunf t 
ei« B^eiith SBenn p > o g^feftt wirb, fo ift y fftr atte pc^ 
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f 1 1 1 )> e n SBett^e wn x reell, isnb n^nn x ftc^ wn o btö -f od 
dttbert ; fo t^ä^ji y bem abfolutrn SBert^e na^ t>on o bt^ c». 2)a 
jebem SSertj^e )^on xjweigleti^e unbentgegengefe^tc 
Sßett^e von y entfprec^en , f o befielt bte Surt>e ani einem unenb^ 
Ii(^en 3^8^ EOEi (Stg« 164) unb tvirb $ ata bei genannt ^ 
jDie Sdnge p, «Deiche bie Sorm bet Parabel htftimmt, pti^t bev 
Parameter berfelben, 

9la^ ber ®Ietd^ung (2) ^at man : 

y« PM^ ^ 

b.i^. bie Ouabrate ber Orbinaten ))erH(ten \i^ wie 
bie jugeM^ifl^« Hbfciffen- 

2)te ®lei<l^ttng ij^rer Tangente i^t 

yY -= p(X + X), (3) 

wmn^ jtcf^ für Y = o bie ?dnge OT = X = — x ergibt, fo 
ba^ fii^ biefe Tangente leicht confhuiren lagt. 

S)ie ©leic^ung ber 91 o r m al e ifl: 

Y^y«-' X <X-x). 

P 
©eftt man barin Y=o, fo erl^alt man für bie Subnormale 

PN = X — x = p. 

S. 125. 

9U Jfaxdui Ulf 0rniM ntter Cflt)if< obn j^PP^el. 

aSctin man ben Scheitet A^ (^ig. 159} aU Vnfangd))niilt nimmt, 
fo tt>irb tie ©leid^ung ber (EUipfe : 

y» = 2px + qx«, 
b' b^ -^D 

WO p = TT' "*"""■ is- = V^ fl^f^ft* *P- 

SBBenn man ben Scheitel A (gig. 162) aum Sbifang^^nnflf nimmt, 
fo ^at t>ie ©lei^ung ber ^^)fiCfAa biefelbt gönn, tnbem p= — ^ 

fl = ^ gefeftt wirb. 

!(!&^t man nun bie beiben ^albaren unbef^^rfinft fo junel^men : 

b« 

bai bad S3er|fci(tnif — gegen bie enblid^e ©renje p unb boä !Ber^ 

b^ 
^Altnff -5 g«8«tt 9ittn cont^ergirt; fo coni^ergiren bie @ffipfe mib 

i^pperbcl gegen bie ^axdbcl y« = 2px. Sie (SDipfe com>ergirt 
gegen bie ^arabel , inbem jie jic^ e r w e i t e v t unb bie ^ptcxid, 
inbem jle fxH) aufamntenaieM (3ig« 165) , f baß bie 5)avabel 
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bie ©renifc^eibe tti Uebergangci) von ber Gdipfe {ur ^^pnM bifbet. 
2)ie brei Surioen be^ iwejten ©rabed |tnb a(fp in ber ®(ei(|^ung : 

y« = 2px + qx* 
entfallen , unb i^re unterfc^eibenben SSerfmale ftnb : 

q < o eaipfe, 

q = o ^arabel^ 

q > o ^ppcrbcl. 
2)ie Sonßante p xoixt gewo^nltcfi ber Parameter genannt. 

Uebttngdaufoabeii, 

1) 3tt)ei SBinfelfpi^en etned untDerdnberlic^en 2>rete(fe^ ben>egen 
ffdjf auf Stt>ei redS^twinHtgen (Seraben , man foö tcn Drt ber 
britten SBinfelfpifte be« Sreictfeö finben. 

2) di iinb gwei fejie ft(f> fcbneibenbe Oerabe gegeben, unb eine 
brüte bewegliche ®erabe fc^neibet bie beiben erjien fo , ba§ ba^ 
entftel^enbe £)reie(I eine c o n fl a n t e Stäche pai ; man fott ben 
Crt ber ©cf^wer^junfte biefer ©reiede finben. 

3J üRan fott geigen : bag bie t)on i'ebem beliebigen ^nntu einet 
|)9perbet burcf^ gwei f e jle fünfte berfelben gejogenen ©efan* 
ten auf ber einen ober anbern Slfymptcte c p n ß a n t e Sangen 
abfc^neiben. 

4) üRan foU beweisen : baß lebe ©cjne einer J£>9perbel ba« Stfid 
ber einen ober anbern af9niptote , xotl^t^ 9»i\^tn ben JCan* 
genten in ben beibeit Snbpunf ten biefer ©ef^ne liegt , in jwei 
g I e i (^ e X^ciU t^eilt. 

5) 5Kan foU eine^pperbel conflruiren, »enn man f ennt : 1) jwei 
Sifpmptoten unb cintn $unft; 2) gwei Slfpmptoten unb eine 
Sangente ; 3) tint afpmptote unb t^rei ?Junf te ; 4) bie fftii^^ 
tung ber afymptoten unb brei fJunfte; 6) eine «f^mptote^ 
einen (Bäftittl unb einen fJunft. 

6) Den Ort ber SRitten aller burd|^ benfelben innerl^alb einer 
ffttipfe liegenben ?Junft g^Jogenen @e|fnen ju ftnben. 

7) ÜSan folt betoeifen , ba§ , wenn jwei fünfte einer beweglidj^en 
ebene auf jwei fefien (Seraben fortgleiten , tin SJunft biefer 
ebene eine QFllipfe ober eine gerabe Sinie befibreibt 

8) SBenn burd^ jwei gegebene fünfte A, B einer (Seraben 
3tt>ei beweglid^e ©erabe AM, BM fo geaogen werben, baß 
^MAB = 2^ ^MBA ifl, ben Ort be« ©uri^ftjnittöpunf. 
M M 2u ftnben. 
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Man htn tmijttgirten Sttr^niefrim. 

S. 126. 

(Sin &jf^tm paralleler 6e{inen wirb bur^ bie (SltUbun^i 

y = mx + k (1) 

au^gebtfidft, tooxin m eine Sottflante unb k tin ^eränber^ 

liefet Parameter iß, unb bie @lei4iung be^ DxM ber WHitUi* 

^mttt tiefer etpntn ober be^ © u r c^ m e f f c r « ifl na(|^ f. 97 : 

^^ ge^t alfo {eber 2)ur(^nietfer burcf^ ben WtUlpunU , unb tuenn 
in' t)en Sticf^tung^coefficienten beffelben bejei^net; fo |fat man bie 

Slelation : 

b^ 
mm' = - ^. (3) 

Sin @e|»nenf9ßan (mO/ b. ^. beren 9li^tunfi4eoefiß[cient m' tfl, 
flä(e einen 2)ur(|niefFer (m) , unb folglicf^ bilben jtDei 2)ur(^Uteffer 
{m), (mO f toelcf^e ber ^üaiitin (3) genägen , ein. ©yflent e o n ) u«' 
Sirter 2> ur^mef fer, b. |^« t>on fcld^er Sef^affen^eit : bag 
lieber bie 2» bem anbern parallelen @e^nen i^ a l bi r t. — ' 9)2an ftnbet 
He conjugirte einer gegebenen Siid^tung, tt)enn man ju le^terer eine 
parallele ©e^ne }ie^t unb i^re ^im mit bem fDtittelpunfte ber 
Sttr\)e bttr($ eine ©erabe ))erbinbet. 

2)er 9tti|itung«coefitcient ber Tangente im ^nfte (x^ y) i^ : 

"* "" a« • y ' 
unb tDenn m' ben Sti^tung^coeffteienten -^ bed nad^ bem ISerüJM 

ning^punfte ge^enben ISurd^mefTer^ be^ei^nel/ fo genügen m unb m' 
ber SRetation (3); folgIi4> iji bie Tangente ber gllipfe 
bem nad^ bem ®eröl{frung^punfte geffenben 2)ur4|i» 
weffer conjiugirt. 

S. 127» 

Ctfnjttdirtr jDur^mcjfrr aU Cüorlitnatenaf cn. 

aSenn a', b' bie Pängen berfelben conjugirten Suvd^mcjfer be^ 
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gelegnen , fo f ann man a prioi i (ef^aupten : t)a§ bte ®(et(^Qiig ber 
(SKipfe toon ber gom iß : 

i;i -4-175=1. (4) 

n>enn man tiefe 2)ur(l^meffer ald (foorbinatenaren nimmt, toeil jiebe 
ber beiben 93eränberli4^en x^ y für einen beliebigen 9Q3ertb ber an^ 
bern g»ei gleid^e unb entgegengefeftte SQ3eri{>e |fat — Sfber aucl^ bte 
SCrandformaHon ber &)otbinaten ffi^rt gu bemfelben Stefultate; benn 
n>enn a, ß bie 993inf el bejeic^nen , tüeld^ bie nenen Soorbtnatenaren 
mit ber urft)rfittgti(i|fen SJre ber x bilben^ unb man fegt (f. S. 123): 



über: 



cos g cos ß ^ sin a sin ß 
a^^ "^ b* 

b» 
tanga tangß ^. ^ — 

1 11 cos^a I sin*a 
ä^a a* "* b» 

1 cos^g sin^ß 



C5) 



(6) 



b'* "" a* ' b» ' 
f0 befümmt bie Gleichung ber mip^t bt^ Som C4> 

Xu« ber ®Iet<l^ng C5) erfiellet : bap bie ttctte» Slxen ornjugirte 
:t>urd^mefFer ftnb. — äi^pt mm bod £utabrat ber ©tet^ttn^ (5) 
Den bem ^re^fte ber @ieid!^ttngen (6) ab , fe erf^&It man : 

1 _ sin* Cß — a) 
a'* b'» "^ a» b» . ^^ 

ebers 

a'b' sinC/J— a) = «b» 

Sa« ili^er gtt>et eon^ngirten SDurd^meffern eonßrutrte 
Parallelogramm iftatfebemSled^tede avii ben ibei^ 
ben aren gleicä^» 

9xii ben dleid^ungen (6) f^lgt : 

sin*ß , sin*« sina(^ß_tt) 

a'a ^ b'* a* ' 

cos*ß , cos^ft _ sin^ Cß - tt) 



i'a • b'* b' 



ober: 
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Xu« biefeii SIutftrMm erfietet : baf hit 6ttmmeber £1h<u 
träte ber f>voitctiontn iwtitx tpniuiitttx X>ux4f^ 
m\\tx auf eint Hxt btx duxtt tonftant unb itm 
Ünabtate biefer 9re glfic^ ifl. — 9bbirt moii biebetbeti 
Itttc« @l€i^ttnfltn , f ^ man : 

a'» + b'* = a« + b», (8) 

(. |. bie Summe berOuabtate iibeierccnjlttgivter 
2)ur4tiief f er tft ber6ttmtiie ber Ouabrau ber Sren 

S. 128. 

Da ^^ bie ®Ieid^un(| ber ^periel t>on ber ber (Efitpfe nur 
bttr^i ba6 Beteten ))on b^ unterfc^eibet , fo ergeben fl«^ au^ ben obt^ 
gen Stefuttaten bie entfprec^enben f&r bte ^^ptxitl, wtnn man tai 
3ti^tn wn b* dnberl. 

2>ie Delation (3) ber conjiugtrten Stid^tungen tvtrb : 

mm'- Jl, (9) 

h k 

tfitb weiitt m < — ip, fo i^ folgK<^ m' > — ; ber tint DurcJ* 

meffer A^ A' ($ig. 1C2) liegt alfo in bem afymptotentbinfel nnbtfi 
reell, n>£|^renb ber anbere B\B' in bem än^txn Sinfet liegt 
imb imaginär i^. — t>abit Stelaticn (9) für bte ccningirte 
<&9)^rbe{ biefelbe bleibt, fo f^aben betbe $9)>erbeln baffelbe &^^tm 
eonjiagirter jDurf^mefifer ; nur ifl ber 2>ttr(f^mefrer , toelc^er für bte 
eine ^^ptxttl reell ifl , für bte anbere imaginär. — SBenn 
ber tint 2)ttr(|^nieifer OA' fi^ ber Sfymptote OG unenbltc^ napert, 
\o ti&ptxt ft(f^ ber anbere berfelben älfpntptote , unb betbe faKen nttt 

If^x an ber ©renge gufammen. !3)enn wenn m = — n>irb ; fo tt>trb 

a 

au€it m' =— • 

2>ie aiii^^ng ber Hyperbel in S3ejtei^ung auf ^n^ei corijugtrte 

2>urc^meffer i{i: 

x'* y'* 

a^ "" b^ ^ ' 

tttib bie ber af9ni))toten : 

y' b' 

X' " a' 
jüit Z)ia0onalen be< fiber gwet conjlttgirten "Sbuxit* 



mm' = — 
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nteffttit conflrtrirten f^axalUH^tammti fallen alfo 
mit benSIfyiiiptoteiiSttfammem 
S)te mtiinnQ (8) roM : 

a'* — b'» = 1» -^ b», 

b*^. bie 2)if fetena ber Ouabrate anbetet conjugitter 
2)ttr4>TOcffer ifl conflant unb ber Differeng ber JDua* 
brate ber 9[ren gleich* 

$• 129. 

2)a bte ©feii^ung ber (Sat))fe unb $9perbe( in Seatel^ung auf 
ein e^fttm con|ugirter Surci^mefrer biefelbe Sorm l^at, ali in 
Segttg auf bie ^auptaren , fo lann mM alle «weiter o(en avA btefer 
gorm |^?tge(etteten (Sigrnf^aftea biefer beiben (IviX'ota aud^ auf ben 
gaK erfhreden, tvo fte (luf ein elftem conjugirter 2)ur$mef[er be^ 
sogen ftnb. — SSenn 3. fb. m, m* bte 9ii(^tungdcoeffi(tenten ju^ter 
beliebiger conjugirter ^ur^meffer be^eid^nen , fo {^at «an meber : ] 

b'^ 

hieran« folgt: bad Sled^ted aui ben beiben i,toif <|)en 
bem Serü^rungdpunf te unb )n)et conjiugirten 3:>\ixfy 
meffern liegenben Stfiden einer Xangente ift con* 
{laut unb' bem Ouabrate bed ju biefer 2;anaente 
parallelen halben ©urcHmeff er« gtei(^. — Senn 
xmmi man ben nad^ bem Serüprung^punhe gefienben jOurd^mefFer 
OA' (gig* 166) jur Sre ber x , ben conjugirten ©urd^meifcr OB' 
aur «re ber y, unb ftnb OD, OB m^ 3tt>ei conjugirte ©urcbmejffr; 
fo pnb bie ©leicjungen ber Q?urt)e unb biefer jOurc^meffer refp*: 

^ + ^ = 1, y = mx, y' = m'x. 

6ejjt man Jierin x = a', fo folgt A'D = — ma', A'E = mV; 

folgliij • ^ ^ 

AO) X A'B = — mm' a'* = b'\ 

■ 

Sermittetft biefe« €a$e« fann man, toenn wx @9ßem conin« 
girter SDurcbmejfer OA', OB' ber ®rc§e unb 9M<|tung nacb gegeben 
ift , bte a r e n eonftruiren , welt^e ntc^t« anber« ftnb , aW tin ©9* 
^em reijtminfligcr conjugirter Suri^mefer. -r- 2)entt %i^i 
man burt^ A' eine IJaraBele au OB', mad&t ba« |5crpenbif el A'F=OB' 
unb befd^reibt einen &xtxi , bejfen OTittclpunf t auf DE liegt , unb 
welcher bun^ unb F gejt ; fo fc^neibet berfelbe bie Xangente in 
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iwti ^junftcn D, E, t»cl(i^e mit Um SRittelpunfte )»etbunben bie 
9t i c^ t u n 8 e n Der (etben 8ren geben. 3i€pt man ferner auf OD 
ba€ ^erpenbtfel AT, fo iiit bie mittlere geometrifi^e ^roportio« 
na(e j|i9ifc9en OD ntib OP bie eine {)a(bare OA^ 

Set ber ^^perbel X)ereinfa4it ft(( bie Sonßruction w^, totü 
bie ^Diagonalen be^ über ben betben conjlttgirten jDurd^meffem ton* 
Quirlen ^ataütloßtammt^ bie 9ti(^lttngen ber SIren unmittelbar 
geben. 

S, 130. 

SRan fann bie )>i)r|ferc|e^enbe Snfgabe aud^ burd^ 91 e (^ n u n g 
Ufeii« Denn »emt a^ b' unb — a gegeben (tnb , fo merben a, a 
unb b bitrd^ bie ®Iei(^ungen (5} unb (6) Ufiimmi, unb biefe ®(ei^ 
4iungen Itnb fiberj^auyt jur Sifung jfeber beliebigen Aufgabe über 
con/ugirte 2)urc^meffer ^inreic^enb* ^ Siff man ). S* tie g I ti d^ e a 
conjiugtrten 2)ur4imeffer (aben , fo geben bie ®Iei(^ttngen (63 bur^ 
@ttbtraction: 

iä + 55 ^/ 

siu Cß - a) sin C/J + o) (^ - ^^ = o. (9) 

aieini a :^ b ffl, fo mirb bie ©lefd^nng (9) Uifthtm Sert^ 
Mit IS efftnt, unb fo(gK<| ftufb im ftreife aKe eonjiugirten 2)ttt(^ 
latffer ottf eiaanbet? fenfrei^t« — aber mena b^ iii^t as a^ i^, 
fo rebttcirt ftd^ bie ®Iei<$ung (9) auf: 

sin (/J -a) sin (ß+a) = o } 

fotglid^ m 

ß = a, ober a + /3 = TT. 

2)ie etPe auf[6fttttg eatfprid^t bct (Jnipf e ntdjt, tot« fonfl 

b^ 
tang* a = — -^ toäre , unb bie iwtitt gibt : 

tang a^ = — tang a = -- ^ 

a 

3tt ber SIHpfefinb alfo bie gleichen renjiugirtett 
2>af d^meffer nac!^ ben jDiag.onaIett itt ani bett Slrett 
coitflrutrten Slec^teded gerichtet« 

dagegen entfpri^t bie } to e i t e SuflSfung ber Hyperbel 
itt^t, unb bie er ße \ü^xt auf tmi conjugirte 25urd&meffer, 
toel^e in einer Sfymptote aufammenfaUen unb beibe unenblic^ 

13* 
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wtxUti, fo baß t€ in ber ^9))erbet ti^mli^ feine gl etilen con* 
jugirten 3)ttr(^mefrer gibt, 

SBenn man a'» =^!jL51 fejt , fo ifl We ®rei((ttiig ber ©* 

lipfe in Sejug auf i^re gleichen conjugirten 2)nr^meffer : 

X* + y^ = a'* , (10) 

alfo 9on berfelben Sonn, toit bit ®Teti$ung bej anf feinen Stitte^ 
pnnft unb auf rec^tnoinnige !bren belogenen ft r e t f e ^* 

S. 131. 

2)ie ®Iet4ung ber ^arabet nnb bie eine« B^fttmti )faxaM 

@e|inen fei : 

y* = 2px unb y = mx + k , 

fo if} bie ®Iei(^ttng be« 2>ttt4mefferd : 

b* {i. aOe 2)ttt($nieffer ber Parabel ftnb gn t^er ftre t^araUcL- 
au« ber SRelation y = — folgt m = H. ^ ml^ti genau ber »ii^* 

tungöcoefftcient ber SCangente ift , unb f olgKd^ ifl bie Stattgente in 
(Bnipnntit mti 3)urdt^niepr« ju ben @e|^nen parallel »# 
btefer 2)ur(|meffer ^aliixU— 2)te ®Iei^ttng ber ^raM i( 
9eate$^ung auf einen jDur^meffer unb bie burc^ fernen dtl^vii^ 
ge^enbe Xangente ati (Soorbinatenaren ift: 

y'« = 2p'x' , 

»0 p' =■ T« w^^ ö ^^^ SBinfel ber Coorbinatenoren ifl. 

Btnnt man einen 2)ur^meffer HH' (^ig. 164) , bie Xant^^ 
MT unb ben auge|i5rigen ?)aranieter MH' = p? ; fo fann man tiic 

ate ber ^Jarabel leicht finbcn- 2Dentt e« ifl MT = E££|S!=p'co§ff; 

nnb bie ^rojeetion ^on H' auf bie Slangente gibt ben firntt % 
buri^ t9eI4fett man bie fixt pataBet gu bem 2>ttrc(meffer iit% ^ 
eUttittl ber 9)arabel ifl bie mne t)on TP unb ber Parameter 
2p = 2PN ($. 57)- 

S. 132. 

€iii|(fd)rtfb(nf H^tnkcl — jluppicmeiitarfc^imi. 

ffienn man einen ?5unft M (gig. 166 a) ber (SUip\c mit Hn t<*^" 
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Snipmtttn tint^ t>nx^mt^txi C|C Htif gcrabc Pinien MC^ MC|. 
»e% $ u p p (e m e n t ar f e| nr n f^fen, uxiinUt; fo (tnb tiefe 
6cpncn ju einem e^^ente coniugixUx Z)ttn^e{fet j^aroSel. 2)enn 
tvenn man bttr4^ ^^^ 3Jlittttpuntt ber Sdipfe eine ^JoraOele ju CM 
iit^t, fo oe^t biefc(6e bttrc^ Die SRitte I von MC|. 

I. 133. 

Umge f el^tt , wenn man burd^ bte Snbpnnf (e tintt Surclrmeffer« 
CC, jn^ei ^fttaflelen iu )wei conjugirten 2)ttrf6meffem jie^t, fo 
fc^netben {te f[(|^ auf ber Sffipfe. Senn e^ feiCiM bte eine6e^ne, 
mt^t wn bem X)UT(^meffet Ol (alMrt m'rb; fo muf CM bte an^ 
bete fein , toeti man burd^ ben f^unf t C nur eine ^aroOele )u 
Ol }te^ fann. 

Zftx SBinfel M nimmt alfo bie verfi^iebenen SBert^e hti vbn 
ben (^n eonjiugtrfen Dur^meffem gebilbeten WiinMt ^ m, unb 
man pat: 

lang * = Ung (ß-a) = ^^.^^.^^^g 

c« taiif a ' ^"^ 

Q^otau« folgt: 

a« tang^ a + c* taug ^ taug a + b« = o , 

— c taug & ± ^c* tang« * — 4a» b» ^.^^ 
tanga = 2^5 — • (12) 

2 ab 

(&€ barf alfo ^5(^{lend taug ^ = fein , unb iDenn o ben 

c 

2 ab 
fj)t|>ett aaSittfel bejei^net, beffen Tangente = — j-ifl; fo änbertftd^ 

bet ein gef c^tiebene SBinfel & )oon o bid n — o. 2)a6 Sßi^ 
n i m tt m <p ifl ber fiber ber 1 1 e i n e n %xt befd^riebene SBinlel 
BAB^ , beffen 6pi9e in bem CFnb)>unfte A ber großen 9re liegt, 
unb bad !Dtartmum ti— o tfl b^^ über ber großen Sre fle^ 
j^enbe 3BinIeI ABAj, beffen ©pt^e in bemSnbpunfte B ber Keinen 
SIre Hegt. 

3n ber ^pperbel erb^It man bie ®u))))Tementarfe^nen , xotnn 
man irgenb einen $unft ber Curt)e mxi ben Snbpunften eined re« 
eilen 2)uri^meffer^ oerbinbet, unb toenn man — b^ flatt b» in (13) 
feot ; f fann bie äBurjelgroge ntd^t i m a g i n & r , alfo ^ tt>eber ein 
!Dt a r i m u m , no(^ ein 9S i n i m u m n^erben , unb änbert ftcb toon 
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S9enn man übet einem Znti^mt^tx CC| einen {)al(freid be« 
f(^reibt/fo fc^neibet berfelbe Me CCipfe ober^vperbel inatt>ei |Junf» 
ten, bte mit C nnb C| t>erbnnben, €uf))>fementarfe]^tten geben, 
wtM)t jtt ben Uten parallel {tnb. Uebet^aupt erbdft man ivoti 
coni'ugtrte S)ur(^meffer , bie einen gegebenen SBinlet mit ein« 
anber bilben, totm man über CC^ einen itrei^abfc^nitt befd^reibt, 
ber ^f)t gegtbeneii $}infel fa^t. 

Uebung^aufgaben. 

1) Wt^n fott itim*^ ^a| Hnler aden ^yßemen f0nj[^girter 2)nr((^ 
meflfec ber (Sdipfe bt« @ttmm^ ber S(ren ein. ^ i it i mus 
unb bie ®umme ber QltKfytn conjugirten 3>ttr<^mefiFer ein 
Maximum iß. 

2) 3n ^ie C^Kipfe eine folc^e Se^ne ju (egen : baf bie enmne 
an« if^rer Sänge unb bem Slbflanbe i^rer Mttt t>on bem WituU 
punfte bev Sur^e ein 91 i r i m u m »oirb. 

3) 9)!an foU ben Ort ber d^dtn ber über ben conjiugirten 2)ur(b« 
meffern einer SVipife befc^ricbenen ^araUelogramme ftnben. 

43 S^^an f oQ jetge^ : ba^ t>on aUen u m biefelbe QFdipfe befc^rie^ 
benen ^aradelpgrommen bie iiber jwei conjingirien 2)ilY(|»ief' 
fern ü» i n i m a fhib. 

5) aSan f oK jeigen > baf wn aSen i n biefelbe CEOipfe befcf^rie^ 
benen ^araOelogrammen bie, beren 2)iagonaIen ein Spßen 
cpnjiugirtei: Siur^meffer bilben , 9)2 a r i m a ftnb* 

6) ISBeld^e t^on aQen in baffelbe ^araKelogramm befc^riebenes 
(SVipfen i{l tin a»arimttm¥ 

7);,gg3ct(ie t)qn atten u m bajfetbe SJaraUelograww U\i^xitf(tm 
Sttipfen iß ein ÜKi^^imum? 

8> ajJJenn |tt?ei ©ttipfen in einer <5bene tm f?I(6^ ^age $tabeu, 
bag &)^ei conjiugirtea 23urc^meffer ber ^inen refp* m a^ei com 
jiugirten S)urcl^me{fern ber anbern paradet finb nnb fid^ in 4 
fünften fcbneiben ; fo liegen biefe 4 fünfte auf einer btitten 
Sttipfe / beren. g I e i <i^ e cpnjiugirte ZwaSfßf^^tt iu benen ber 
beiben erßen @pfieme p a r a U e ( finb* 
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i. 134. 

SBenn man burc^ etnen äupern ^unft r ober (x^ yO an eine 
(rur)>e bed in>etien ®rabed : 

Ax* + Bxy + Cy« + Dx + Ey + P = o CO 
3:anftettten iit^t, fo flnb bte Serufftuttg^punfte bie 2)ttr(^f(^nU(e 
bet gegebenen Sun>e mit ber ©traben : 

(2Ax+By+D) x'+ (2Cy+Bx+E) y'+ Dx+Ey+ 2F=o (2) 
(§* 64J, unb wenn man x\ y' fo t^aniren U^i, ba§ bie Serül^rung^^ 
fe^ne flet^ tuxä) benfelben ^unft p ober (x,, y,) ge^t; fo ^i 
man m^ : 
(2Axi+By,+D)x'+(2Cyi+Bxi+E)y'+Dxi+Ey,+2F=o* 

2)ief e ®Iei(^ung ., worin x^ y' t) e r a n b e r ( i d^ ^nb , brfid I 
eine ® e r a b e an^ , unb man l^at folglich ben @a^ : 

D^ennmanDon tiixtwi it ber(?(ene einer SurtDe 
bed}n> eilen ®rabed genommenen f^unftep (Stg. 168 
u. 169) beliebige @efanten naii^ biefer dvixtt, unb 
in ben :Z>urd^f(l^ntU^))ttnf ten Tangenten an biefelbe 
iit^iy fo i^ berDrt ber S^urc^f^nttt^punfte j[e jn^eier 
Tangenten eine @erabeP* ~ ^iefe ®erabe P l^et^t bie 
polare be^ $unfte^ p , xot\6itx feinerfeit^ ber $ o I ber ®eraben 
P genannt roirb^ 

$. 135. 

<Ct0(nfci)aftm litt polaren. 

aOSenn ber ^ol (xj, y^) gegeben iji, fo ip bie ©Uu^ung ber 
9Jol«e : 
C2Ax,+By,+D)x+C2Cy,+Bxi+E)y+Dxi+Ey,+2P=e. (3) 

XtrSL^tH^ttr wenn bie f^olare PiX+^iy+l «= o gegeben ip, fo 
toirb x^t 9o( burd^ bie Stelationen beftimmt: 

2Ax^+By,+D __ 2Cy^ + BX|+E ^ Dx^ + Ey^+2P 

Pi qi 1 * 

Weint tnan ben bur^ ben ^ol gefenbcn 2)ur^meffer gwr are ber x 
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unb eine yaxaUtU aur confugirten Sttc^tung ali are ber y ntnimt^ 
fo rebuctren {td[^ bie ®Iet(^ungen (1) unb (3) auf: 

Ax« + Cy» + Dx + P = 
(2Ax, + D)x + Dx,+2P= o, 
worauf folgt : 

2) j)ie polare ifi bie coniugitte dti^tuttQ ju bem 
bnxä) ben ^cl gej^enben 2)ur(ftuieffer. 

SBenn bte dux'ot einen Wiitttlpnntt pai , fo fann vxm = 
fe$en, tt)obur(^ ftd^ bie ©(eic^ung ber polare auf: 

F 

XX. = - ^ 

rebucirt* 2Der na(^ bem ?5oIe gejienbe Jiatte Dur^meffer ifl aWbana 
bie xcixiiXtxt ?5toportionare gwifd^en ben auf biefem 2)urd&meffer ge* 
ga^Iten Slbflänben be^ SRittelpunfte« )>on bem $oIe unb t>ott ber 
?><>Iare , ober mit anbern S33orten : 

3) 2)er burc^ ben ^ol gel^enbe ©urc^meffer wirb 
burc^ bie Sur\)e unb polare ^armonif^ getl^etlt. 

^^ feien c, C unb q bie fünfte , worin ber ©urc^meffer bie 

eur))e unb bie ^Jolare trifft; fo (>at man: 

pc qc — 2 — _ 

^- ;^=-l^»>eroc ==op. oq. 

J)a fu^ in ber 3Jara6et ber^Junftc' in« Unen blicke crit^ 
fernt, fo i^ ber ?5unft c bie SWitte t)on pq. 

SBenn ber ^unft pauger^albber eurt)e liegt, fo fäfft feine 
5JoIare mit ber Serfi^rung^fejne jufammen, unb wenn ber ^unftp 
a u f ber Sur^e liegt , fo ip feine §JoIare bie 2 a n g e n t e tn biefem 
?5unfte. 

2>er $oI tm^ S)urd^meffer« liegt auf bem confugtrten 
£)ur(^mefrer in unenblt^er QFntfernung« — 3)ie f) o l a r e br< 
aRtttel))unfte« iß unenbli^ xotii entfernt* 

2)ie ©leid&ung ber ?5olare be« ^Junfte« O^xfYi) f««« «»f fot 
geribe Sorm: 

2AxiX+2Cyiy+BCx,y+xyiHDCx+xJ+E(y+y,)+2F=o 
gebra(fit werben, weltf^c fowo^l in Sejug aufx unbxi aK inSe* 
jie^ung auf y unb y, f ?> m m e t r i f d^ ifl. ^ierau« folgt : baß bte 
polare be« ^Junfte« (x, y) bur^ ben ^Junft (xj, y^) ge^t, fo baß 
man ben @a^ ^^ix 

4) 2)ie polaren nUtx fünfte cinev ©ecaben ge' 
l^en btirt^ ben ?Jol biefer ®et«b«n — unb ttmsefc^rt: 
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brr Crt ber j)oIe aller (Betabtn, mtli^t burij^beti' 
felben ^uiift ^t^tn, tfk bie polare biefc« funttte. 

Sine bnrcl^ jiMi jfnnfte ge^be (9erabe {>ai ben 2>ttt^f(^tiittö^ 
pimlt ber polaren biefer ^nnttt jum 9o(e. 

I. 136. 

5) Seim man von einem ^^unfte p (^ig« 168 n* 169) 
na(( ettteT(lfur9ebe«8w^<<€ti®rabe<@eranten))aarett 
^ithß ttnb bte Sur^fc^nitt^punfte berfelben mit 
ber Stttve ^aartoetfe vetbinbet; fo ift ber Ott ber 
Dttr^f^nitld^unfteberSerbinbung^Iinien bie 
polare be^ f^unf te^ p« 

Bir woKeti ein Gebrntenj^aar paa' unb pbb' alt (Coorbinoten^ 
oren nehmen , fo gtbl btefe^ $aar an>ei 9aare von ®eraben ab, 
^'b' unb ab', a'b, unb folglti^ )n>et 2)uri^fc^nttt^punfte i, i^ (S6 
frien x% x'' bie »bfeiffen ber fünfte a, a' unb y', y^' bie Orbi^ 
oaien ber ^nnfte b, b' ;. fo toerben bte betben fHtnfte i, i^ burc^ 
folgenbe {toei Syßeme wn ©letc^^ungen gegeben : 



1 • « • w 

X" "^ y" * { X" "^ y' 



Cenn man He (»ciben erßen, fo wie bte (etbeit legten ^ItU 
i|ttttgen tnt^ flbbttton vecbinbc^ fo et^Sit man bicfe((e (Bleit^niig : 

X' + x" y!_±_y!!, ^ « 

«el^t fo(ftIt<^ bie ®erabe i P au^brätft* 

2)te ®Ieii(ung ber Suroe iß oon ber Sorm : 

Ax« +Bxy + Cy« + Dx + Ey + F = o, 
unb toenn man barin f ucceffive x = o , y = o fe$t ; fo er^dlt man 
jwet ©leiil^ungen ^ welcbe bie 2)ur^f(^mttf))unf te berSurve mit ben 
(foorbinatenaren geben , namli^ : 

x' + x^' D 



Ax« + Dx+F=o, 



xV F 



2>ie @erabe i i' Ifat alfo a^^ ©leic^ung : 
Dx + Ey + 2F = o , 
unb ifl bie f)olare bed ^unfted p. — @tn anbere^ ©efanten^ 



- 202 — 

paar würbe biefelbe polare gelen , unb fo(^It(^ ifl ber Sa| be^ 
tDicfen. 

Die Dfer ©eraben ip, ia^ P, ia' bttben etn ^armonifi^e« Su^ 
fd^el (§*34) unb bte babutc^ auf berSefante pa befttmmten fünfte 
\h a, p^ a' eine ffarmonifc^e Proportion (§*33)« SRan j^ai alfo 
ben 6a^: 

(iin't belieb ige, burc^ ben ^ol ge|fnbe@trante 
wirb t>ort ber (ivittt unb ?Jolore b«tnionifc| fletf^eilt. 

2>er ©aß 1) iji nur txn befonberer gfatt t)ort 5) { benn n>ettii 
bte 6efanten paa' unb pbb' ft(| eittanber nd^evn, unb ettbUc^ ju« 
famntenfaflen , f o »erben bie ©eraben ab unb a'b' ^angentcft« — 
auc^ ber @a$ in S. 35 ifl in bem ©aße 5) aT^ befonberer ^ätf enti' 
l^attm , tt>etl baö €i^Pem gwner (Seraben ein befortberer gaff einer 
kvtxw be* jwetten ®rabe* ifl. 

jDer ®a$ 5 ^rbi antb ein Stittel an bie ^«nb: )oon etiie« 
aufetf^alb einer Surve Iti jn^eiten ©rabej gegebenen §9anRe p 
tirtz Tangente aa biefelbe ju }ief^en ; benn gie^t man bnr^ biefen 
$un!t p )n)ei beliebige Gefanten, fo befitmmen biefelbe bie |)elaie 
Pf unb mitteilt bie Skrüf^rung^punfte. 

f. 137. 

9ter Xtttgiettien m einer Sur^^e be» iweiten (Stabes cgig«: 170) 
bilben ein )ooaftänbige^ SBiered mit brei paaren gegenüberliegenber 
SaSinfcI a unb a'/ b unb b', c unb c'. — SBenn d, e, t, g bir 
t)ier Serii^rung^punfte ftnb« nn^ man ^ertinbel bufetben poonveift 
bur$ ©erabe ; fo er^tt vuii brei ^aare Säuü^xuAi^^ntn, totl^t 
ftc^ in ben fünften p, q, r fcffnietben^ mb jebe? biefer testen fünfte 
«^ bet ^l ber hm^ bie beiben anberit f^unfte g^^enben ©eroben, 
fo* bof We »ier 9wUt «, a', q, r in ber 5Jotarc »on p liegest»— 
3Ran ^at a(fo fofgenben @a$: 

6) SDie brei 3)iagonaIen aa^ bb^ cc' eined um eine 
@urt>e be6 aweiten ©rabe^ befd^riebenen fßitxtdt^ 
bilben ein Dreied pqr, worin /ebe SB intelfpi^e ein 
^])oIber®egenfeiteifl^ unb wenn man bie Serü^« 
ruiig^punf te paarweife t)erbinbet; fo erH^^ man 
brei ©efanten paare, berenJ>ur<l^fi^nitt«pttnfte 
P/q^rfinb. 
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Sstoentnngem 

i) Sint eurt>e be« itotittn ®xahti in confitttircn, 
wenn bcT Wlitttlpuntt o Otg. 171) utib brei 
$unfu a, b, c berfeUen gegeben finb. «* di 
fei i bie üffitte von ab, fo ift bte ©erabe oI bie conjugirte 
t>on ab, uitt) ca, cb beflimmen auf o{ jwei fünfte p, q tDon 
fol(t^et gcf^affenffci t , bag bie ^Polare von p burc^ q ge^t. 

gerner fei oA ^ ^op.oq , unb ebenfo beftimmt man bcn 
l^alben canjiugirten :Sttr4imeffet oB , fo bag man auf bie Son^ 
^ucfton in §. 129 jurüdfornrnt. 

2) Sine (Surve beä gmeiten @rabe4 ^u conftrui« 
ren, loenn ber 3RiittlpvLntt o unb btei 2:an^ 
genten ber felben gegeben fiab (gig. 172). — ®ie 
brei Sangenten btiben tin um bie duxH befc^rtebened 3)reie(t 
abc, unb bie t)om üJitttelpunfie o ber Sutioe nai^ ben brei 
SSJmfelfpiijett iti jöxütdtA gejogenen {falben üDuci^meffer oa, 
ob, oc ftnb )u ben 9erü^rung«fe|inen conj[ugirt* 3ieM i^Att 
brei Oerobe oim^ iin% pp^ wovon t'ebe burc^ ben jugefforigen 
<2)ur(^mcffer Dalfeirt toirb, uub bur0 bie fünfte m, m' bie $a^ 
ri^UcIcn mi, mi ju im', pp'; fo trifft ai bie bc in bem 9e« 
rü|^vung0punfte d. Sbenfo befitnunen bie ^aradeten de, df 
gu pp', im' bte beiben anbern IBeru^rungöpunfte e, f, unb 
man ftnbet al^bann leicht bte beiben j^alben conjiugirten Hux^^ 
mcffer oA, oQ« 

20 Q^ineSurve tei (weiten ®rabed gu con^ruiten« 
ttenn vier 2;angentea unb ein 9€til^rungd)>itnft 
d imp 170) gegeben finb.-*- ^an conßtuirt boö Zireied 
pqr an^ ben 2)iagonaIen bed umfd^rtebenen SSierede^, unb bie 
brei ©evaben dp, dq« dr befUmmKii bie anbern brei Serüj^^ 
rung^l^unjEte g, e, f. 

J. 138. 

1ie(t)iroke |)olarf9fleme. 

(iin ebeitcö ^itttd im attgcmetnficn ©inne bcö SQBortc^ ificin 
©pjicm in einer (Sbcnc gejogener, jic^ fc^neibenber , unbegrenjter 
gcraber Cinien A, B, C, . . . , (gig. 172a) wel^e bie © e i t e n be^ 
gSieledc« büben, unb bte IDur^ftijfnitt^punfte (A, B), (B, C), . . . 
berfelben ftnb bte © p i ft e n be<^ SBtelede^. — Sonflruirt man in ^c^ 
jie^ung auf eine gegebene ßuvve Ui imittn ©rabeö, weI4)e bie 
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bte $ole ft^ b', G^ * « . ber ®eraben A^ B,C, . . , unb t^erMnbct tiefe 
fünfte paaxtoti^t huxä> gerate Linien, fo txp&U man m i'^tiM 
fßitttd, tooüon üebe ©pt^e ber ^ot ber entfprec^enben Seite bc^ 
erjiert f8itUdt^i% unb umgefe^rt t^ febe ©ptße CA, B) be« erpenSicl* 
erfe^ ber 3JoI ber entfprcc^enben Seite a'b' bcd jweiten. — 3weiSiel* 
erfe, xotl^t fo bef(|^affen finb : ba§ bie Spieen beö einen bte fpU ber Sei* 
tenbe^ anbernfinb, pei§enreciprofe ober correlattoeSBtelede. 
' 8Q8enn bie ®craben A, B, C, . . . bie fuccefftoen JCangenten 
einer Curoe S bilben , fo bilben bre fJoTe a', b', c', • . • eine 
aweite Sttrt)c S' (^ig. 173). 6ont>er8irt B gegen A, fo wirb tet 
9Junft (A, B) ber IBeru|>rung«punft a t>on A, unb b' co«t)ergirt 
Öleic()jeitig gegen a% unb bie Oerabe a'b' wirb bie Tangente A' 
in a', fo ^a^ A' unb A bie fJoIaren t)ott a unb a' finb* - Die 
beiben guroen S unb S' l^eif en reciprofe ^Jolaren; bie ^mttt 
ber einen ffnb bie ?5oIe ber SCangenten ber anbern. 
(Si fei: 

Ax« + Bxy + Cy* + Dx + Ey + P = o CD 
bie ©leic^ung ber 9li4>tcttrt>e be« jvoeiten ©rabeö, 

f Cx, y) = , (S) 

bie ©leic^ung ber (?uroe S unb x', y' bie Soorbinaten be« ^uh 
M ber reciprofen ^Jolare S' , toeld^er bem fJunfte C^, y) bon S 
entfpri(^t. 2)a^ bie ?5otore be« ^mlM ix', y') Sangente an S 
ift , wirb burdjf bie Slelationen : 

f^x Cx, y) __ Py (X, y) _^+2z ... 

2Ax' + By' + D 2Cy' + Bx' + E "" Dx'+ Ey'+2P' ^ 
au^gebrütf t, unb wenn man x, y jwiftl^en ben ® Iei(|>ungen C4) unb CS) 
elimfnirt; fo erl^dU man bie ©leid^ung ber reciprofen ^Jotare S' 
mit x', y^ — Ober : bie Surve S' f ann al« bie din^Utii^cmt 
ber ?5oIaren: 

(2Ax+By+D)X+(2Cy+Bx+E)Y+Dx+Ey+2F=o, (5) 
weld^e ben »erfd^iebenen ^Junften Cx, y) öon S entfpre(|en, betra^^ 
tet werben c§- 86); wo X, Y bie l a u f e n b e n (Joorbinaten unb 
X; y jwei »erdnberlicfte Parameter bebeuten , welche ber fHetat'm 
(S) genfigen muffen. 

2)ie ©leid^ung.Cö) fann man auf folgenbe g^rm bringen: 
pX + qY+ 1 = 0, 
trenn man fe^t: 

2 Ax + By +D 2Cy + By+ E Dx+ Ey + 2F 

1» q l ' 
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vnb btefe legten ©Irtc^ungett ge(enffitx, y Witxipt wn itx gorm: 

rp + r'q + r" ' ^ rp+/q + r'' * 

@nbfKtttirt »an btefe Su^bifitf e ffit x, y in f (x, y) = o, fo 
ereilt man itoif^^en ben ^axarnttttn f, q eine ©reic^ung , toelcf^e 
«on bemfelben ® tabe iß , altf bie ber (Eurve S. — SBenn bte Sutt^e 
S tDam gtoeiten ®vabe ifi , fo iß bte Siti^fi((itng0curt>e auc^ ^om 
awetitn ®rabc , f p bof man f olgenben 6a9 pat : 

7) 2)ir reci))tofe S'olare einer Guttue ^tm gmei^' 
Un ®Yabe ifl aud^ i^am ameiten Grabe. 

S» e i f )i i e I. Sir motten ba^ ®efagte auf ben befonbern %aU 
antoenben , wo bit 9tii^lcnrt)e ein Stxti^: 

X« + y» - 1 = 0, 
nnb bte geflebenc Sttrt)e eine concentrtfd^e SHipfe: 

if{ ; fo crf^alten n>tr alt reciprole polare : 

a«x'a 4- b«y'« = 1 , 

b. ^. eine (SUipfe, beren %xtn bte reciprofen SBertj^ ber Xren 
ber gegebenen Cai»)fe ftnb. 

2>ie Slnwenbung ber reciprofen 69ßeme ifl in ber ®eo' 
meine )0On grogem 9lu$en. 2)enn menn ein Seffrfaß über eine ^gur 
beu>tef en ifk, fo ergibt ftd^ barau^ unmittelbar ber entfprec^enbe Qt^^ 
fa^ ühex bie reciprofe ^igur, menn man in bem er^en fünfte 
flatt ® evabe unb umgefej^rt ®erabe ^att fünfte fe^t« 

§. 139. 

^aä) bem SSorl^erge^enbcn ergibt fi^ auc^ folgenber Saft Teicj)t : 

8) aOBenn fic^ bie nSeiten tinti SBicIetfe^ um nfefle 
SJttttf t ^ brel^en^ »äffrenb n — l SBinfelfpiften auf ge^ 
gtbct%tn geraben Linien fortgleiten; fo befc^ reibt 
bie fr eieSpifte eine (£ttrt)ebe« aweiten ®rabe«. 

X>enn ti feien a^, ßii a^, ßti . . . an , ßn bte Soorbinaten 

»1 X + bi y + 1 = o, (1) 

Ä, X + b, y + 1 = , (2) 

an-ix + ba-1 y + i =s: o (n-l> 
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bte ©leic^ungen Ux n — 1 9ii(|^tltnien , unb bie ©(eic^un^en ber 
n Btittn Ui fßititdt^ : 



©leitet nun tie S3in(fIffHee (1^ 2) auf in (SeraNn (O , bie 
Spt^e (2, 3) auf ber ®eraben (2j, • . • bk @)n$e (n 1, n> iiiif 
•»er ©erobrn (n— 1) fort, unb ht^^tHH e»Ww^ bie ®JpHt iti, 1), 
bereit Soorbinatcn x, y feien, ben sefu^ten £)rl; fo ^i mitiiä 

xp,+yqi+l— o, a,pi+ß,(|i+l=o, 
(qa-ba)P8- (Pa— *«)q8+'>aP4-aaq^=o, a,p3+ß8qö+ l=o, 



(qn-i— bn-Opn— (Pn— 1— an-l)qn+bii— ipn— l-^an— iqn— 1 = 0, 
«n pn +ßn qn +1 = 0, xpn +yqÄ + l = o; 

alfo im ©anjen 2n4-l ©lefd^ungen itoi\^tn bcn 2n+2 Serdnber* 

K^ pi, qi , P2 / q«/ • • • Pfl ^ qn / 3^/ y^ «itb^ »^«tt moii btc 

2n erfien eliminirt; fo erl^dtt man bie (BUiifymi brt JDrte^. — 
tut Beiben erfien ber ebfgen ©ietc^nngett gcktt Pi unb qi bur^ 
©rfi^ie au^gebrftift, bcren 3iW^ o»tb ^lennet^ol^nome be^ erf(m 
®r<ibe^ »on x unb y |tnb. 6f^t man biefe 5aJert$e tjon p^ »nbq, 
in We beiben folgfnben ber obigen ©leicffungen , fo nefrmtn b<efc 
folgenbe gorm «n : 

AiP« + B,q, + C, =0, a,p, + ^«q« + 1 = 0/ 
mo A|, B., Ol lineare guncti^nen toon x, y ftnb» 2)iefc teiben 
leftten (Steiciiunflen geben für p^ unb q, ebenfalls Srftt^e , bcren 
35^Ier unb 9lenner in Sejug auf x, y vom etjien ®rabe ftnb» 
See* man biefe SDBerfl^e t)on p^ unb q^ in bie nfic^flfolgenben Seiben 
©W^uufleU/ unb fo fort bi^ ju ben beiben legten, fo er|>alt' tnon 
pn / qn auf bfefelbe SBeife au^gebrütft, unb wenn man enbltc^ bie 
SBertJe »on pn^ qn in bie le^te ©leid^ung fubjlituftrt; fo er^äft 
man eine ©teic^ung be« gwctftn ©rab«' na«^ x unb y. 25er ge^ 
fuc^te Drt ifl atfo eine guroe be« a^^eiten ©rabeö. 

2)iefe (Suroe ge^t burci^ bie beiben dugerflen fcjien ^Junftc 
(a,^ ßi), (an, ßn); beun wenn num rcfp. «, unb ß^ für xunb 
y fe$*/ fo werben bie beiben erßen ©leic|>ungen ibentifd^, unb eö 



• • 
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Heiitn jur 9e(Kminttng Ut lu^t^M^tn Settl^c «on pt, qi^ 
Vn , qa iio(^ 2ji ®Iei4^ttnfteii. 

|. 140. 

Sienfo ergibt ft(^ folgender @a9 fc^r leicht : 
9) Senn bte n(Sdtn tinti SiitUdtt aufngege« 
htntn ®eraben foxigltittn, to&^ttnb ft(^ n-1 6e{ten 
umn-1 feftc fünfte treten; fo um{>fillt biefretc 
6etie eine knx^t it* ixotittn (Stabes. 
di feien b{e ©leic^ungen ter n 9ti((tltnien : 
aiX + biy + 1 = 0, 
a^x+b, y + 1 = o, 
• •••»••• 

ÄnX+bny+1 = 0, 

tre n — 1 feflcn ^hinfte : 

(«1/ ßi)^ Ccc2P /J«)/ • • • (ffn-l, ßn-l), 

tit n (SdpunfU Ui fßitUdti ; 

(x./ yi)/ C^«/ y«). (xn, yn) 
ttnb enbUc^ bic ®Iei#mtg ber freien Steled^fette: 

px-f qy + 1 = 0. 
93enn man au^brfidt : bo^ bie ffifpunfte be^ Sieletfe^ auf bin 
gegeknen @eraben fortgieüen unb baß bie 6eiten beffelben bnr4^ 
bie feflen ^unhc ge^en / fo erhält man folgenbe ©leic^nngen : 

pxi+qyi+l=o, Ä|X,+biy,+l=o, 
(yi-^/Ji)*«— CXi-at)ya+/3jtX,~ajyi=o, aaX3+b,ya+!=0, 
Cy»— ^a)x»— (x,— aa^ya+iJaXj- aay9=o, a^Xa+b^y^lrso^ 



»0 Xn +ibn yn .+ 1=?:0|^ qxn 4* qyn + l—O« 

3Benn man )n»tf(bcn biefitt 2n rt? i (Steid^ungen bie 2n 9)earäii^ 
berltd^ien x,, y^ ; x«^ y« ; • « « sn , ya auf bie frfl^ev angegebene 
SBeife tlbninixt,: fo erhalt man fueceffibe Xi mi. y^, x^ ttnb y«» « « • 
xa uttb yn. bitr4 Stä(^e au^gebdicft , beren Silber unb Sinnet l\* 
neare Snnciionen ))on p nnb q ftnb, nnb toenn man bie SBivlbe 
bon Xttf yn^in bie Ie(te ber obigen ®fe{(JiMi!ngen fub|l:ituirt.; fp.be^ 
fommt man eine ©(ei^ung be^ jweiten ©rabe^ na(b p unb q, n^ilibe 
eine (Siirt)>e bed 2n>eiten. ©mbe^ aui^brudt 

<Diefe @urt)e bcrüfiri bte beiben äugeriiett Siici^iiiitien C^nr b^) 
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unb (an, ba ); tcitn wenn man refp. aj, b| fflr p, q fe^t, {o 
tottben bie betben er^en ©teic^ungen fbenttf^* 

S. 141. 

!B3ir tooOen ben befonbern gaK etned 2)rek(fed bctrac^len, beffen 
brei ©eiten fii^ um bret fejle ^Junfte h, h, c (Jtß- 1743 bre^ett, 
tDdf^renb jwet ISinfelfpi^en g, h auf jtoei ©eraben ox, oy fort« 
gleiten, alfo bie freie Qdt m tint dntH tti ixctittn ®rabed be^ 
fc^reibt. ®ibt man ber ben^eglii^en 6eite gh bie Cagen br, bs, bd, 
bf, bo, fo er^dlt man bie fünf fünfte a, c, d, e, o ber Surtoe, 
tt>obur(( fte t^oKftänbig befHmmt ifl, fo baf man alfo tin in eine 
(Eur^e betf jweiten ©rabe^ bef^iriebene^ Bt^itd odamceo ^at, unb 
bie bret ^'unfte g, h, h, b. 1^. bie SDurc^fc^nit^punlte ber ®egen^ 
feiten od unb cm, da unb ec , am unb oe , in geraber &nic lit^ 
gen« •— SD^an f^at alfo ben Sa^: 

10)S8enn auf einer Sun)ebe4 aweiten ®rabe^ 
fe(|4 fünfte nacf^ belieben angenommen werben, 
unb man, 9on tintm berfetben au^ge^enb, alle übri« 
gen bur^Utift, ejj^e man ju bem flu^gang^punfte ixiß 
rfidfommt, unb bie @etten na^ ber Drbnuiifl nn^ 

merirt, in welcher man fie er Hl^^n MM fo liegen 
bie bret 2)ttr^f cfmitt^punf te ber ©egenfetten 
(1, 4), (2, 5), (3, 6) in einer ©eraben (gig* 175). 

I* 142. 

SQSenn matt an f e ^ < ^nfte einer Surt» be< iweiten @rabe0 
SCangenten lit^, fo erj^&tt man m umfcf^rtebetfe^ @e($tf etf, 
beffen sasinfelfpiften 1', 2', . • . 6' bie ?JoIe ber ©eiten 1, 2,* . .6 
be^ eingef^riebenen Se^^^ed e^ ftnb , wa^renb bie X){ason(u 
len (1, 4), (2, 5) unb (3, 6) bie fJolaren ber ^fünfte (1, l), 
(2, 5) unb (3, 6) bilben , unb ba biefe brei fünfte in berfelbeti 
©eraben A liegen; fo folgt: ba§ bie brei ^Diagonalen bur^ ben 
f^unft a' gelten, wehl^r ber 9ot ^on A iß. — SRon |fat olfd 
ben 6aftr 

11) 2){e brei 2)iagonaIen, wel^e j[e amei ©egen^ 
winfel eine« in eine Suroe be« {wetten ©rabetf 
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U^äftiticntn etäfitäti «ctbinben, it^tn burc^ bm« 
fttitn ^unft. 

Z«\tt itpt^a^ 11/ wel(^ ber cotrelativc «on 10 ift, liefe fi4^ 
Mif binlt w« 9, iMlt^n ber corretatise »#ti 8 iß, aMetten. 2>enn 
mitteljl iigtnb einet 9t t^(eur«e M {wettcR ®rabc4 »erben na(( bec 
Wetzte ber reciprolen polaren bie n f)anfte bur^ n ®erabe «nb 
bte n - 1 ®erabea tuvif n — 1 9)un(te erfe$t , fo wie iai beweg' 
K^e Sieled tmd) ta€ ttdpxoU, nnb ber freien dät Ui erflen, 
twit^ eine iwnt tti aweiten ©robe« bef treibt, entfpri<bt bie freie 
Seite Ui jweiten , welche fblgli^ eine (Surve be« aweiten @rabe« 
nitt^äSt. 

SBenn )tt>ei aufeinonberfolgenbe (Eden be« eingef((riebenen @e(tl^« 
edrt jufaimnenfaaen, fo wirb bie baawif*en Itegenbe Seite eine 
2: a D g e n t e ber (£ur«e. $ofg(i(^ ^at ein in eine Surve tei iwtU 
ttn @ta.m bef(^riebene« gfinfed , SBiered nnb ©reied bie gigen» 
f($aften Ui Bc^iedti, wenn man bie 9naaj>I ber Seiten ivacdf 
S^angenten ergänjt. 

SBenn a»«» fuccefftoe (?den be« eingef(<>riebenen Qt^itäti 
aufammenfatten, fo fowmen bie beiben entfpre^enben ©eiten be« um« 
j(^riebenen eei«ede« in eine gerabe Sinie ju Hegen unb bie a»if^en« 
litflenbe aBinferfl)iee wirb ber 53erö^rung«pttnf t ber boppelten Seite, 
©n um eine O^urw be« imittn Orabe« bef^riebene« gftnfed, 
Sietfd unb Sreied m alfo bie CEigenf^^ften be« Se*«cdcö, wenn 
man bie anjaj»! ber gden bur($ Scrfi^rung^punfte ergönat. 

S5fl« ben »ieten S4$en , welche ft^ auf biefe »eife ou« ben 
itttiett attgemeinen «eprfäften ableiten raffen, wp«en wir blo« bie 
tetben folgenben |iier no^ anffti^ren: 

SSenn man in eine 6ur»e bei ivtiittn ®rabe« ein 
Stticd bef(|ireibt, fo liegen bie brei ©ur^f^nitt«» 
puntte ber Seiten mit ben Tangenten in ben «d* 
punite» in gerober Sinic. 

S03enn man um Hne Curve be« a»«**«" ®rabe« ein 
©reied bef^reibt, fo gejen bie brei ©eraben, welche 
bie SBinfelfpiee« mit ben »erü^rungipunf ten ber 
Oegen feiten »er bin ben, burd^ einen unb benfelben 
^unft. 

e<Diiiifc . Coort{R«lcii|(tmt<ric. 14 
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i. 143. 

Sknmmtnn^ U$ 9H0ni auf )u €ünftuäion 0011 €wnm hi$ itvcitm 

l)SBenn 3 Zaitflenten un^ Ht SStxüpxnn^ip^nmUt 
«oti )n>eiberfetbeii geseiften finfr. — SRan ^at in Me^ 
fem gade tin umf^tiebene« jCreiecL IBerlfttnbet moa Me 
itiitn UtannUn SStt&^tnniipnnlU mit itn gegetttiierKcflenbea 
(Sdtn burc^ getabe Cinien^ unb gte^t burc^ ben Sttt^^ft^nittöpunft ber 
Ie$tern unb bie britte (Sät tint ©erabe ; fo beflttnmt biefelbe ben 
brüten Sßttü^xmiipnntt , unb enbltd^ fd^neiben ficf^ bie f&cthin* 
bung^Itnten ber 2)rete(f^fptßen mit ben Witttpuntttn ber 9a^itf^ 
rung^fef^nen im ÜRittelpunfte ber Surt)e. 

23 SSJenn 3 fünfte ber 6ur»e unb bie 2:anflettten 
in jwei berfelben gegeben finb» — 25er Cefirfag über bad 
eingefci^riebene >Dreie(f Qiit bie brüte 2:angente. 

3) SSenn 4 2:angenten unb 1 SBerujfrung^punf t 
gegeben finb» — Tlan ^at tin umf(^riebene^ SSiercd- 
Srgänjt man bie »naa^I ber ©piften beffelben burd^ ben gegebenen 
unb einen unbekannten 93erfifirung«punft ; fo erhalt man ben le^* 
tern burd^ SInwenbung beö betreffenben ?e]^rfaged. 

4) SBenn 4 ?Junfte ber Surve unb bie Tangente 
in einem berfelben gegeben f inb. — ©rgdnat man bie 
Unia^l ber @eiten itS eingefd^riebenen eec^^ede^ bunb 
bie gegebene unb eine unbefannte 2:angente, fo toirb leßtere bun^ 
ben betreffenben Cej^rfa^ beflimmt. 

5)S8enn 5 Slangenten gegeben finb*— SKati beflinmt 
fttceefft^e i^tn ber Serfiffrungdtiunfte. 

63SBenn 5 fünfte ber <f urtoe gegeben ftnb.— aitoa 
Ufiimmt fuecefftt)e bie 2:angenten in biefen ^Junften. 

Qebung^aufdaben. 

1) S8enn in eine duxu beä anleiten ®rabeä gwei S>reiedFe be^ 
fc^rieben finb^ unb 5 @tittn berfelben ftnb 2:angenten an 
einer anbern 6urt)e hti anleiten ®rabe^ ; fo ift aud^ bie fei^^te 
6eite SCangente an ber gleiten Sur^e^ n>a^ beuoiefen t^erben foO. 
' 2) SBenn jn>e{ SDreiede um eine Sur^e be« gn^eiten @rabrd be» 
fd^tfeben ftnb , unb 5 &pHiin berfelben auf einer anbent durt^e 
bed an>eiten ©rabe^ liegen^ }u bereifen : ba^ anify bie l^S^fle 
©pi^e auf biefer Qnxu liegt. 



\ 
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3) S>ie fledenfetttge Entfernung ber VtitMptxnUt itx in unb um 
baffelbc JÖvcitd befc^rfebenen jhreife aM SunfHon ber ^alb« 
meffer btefer Jhretfe au finben. 
4:) <S^ ^tien A, B imi in ber <Sbene einer gletc^fettfaen {)9> 
Vetbet {t. ff. f&x mlilft a = b tj}) (trgenbe fünfte unb C 
bet 1bnxä>S<fynittipvinlt ber f^arädelen , tpelc^e buri^ (eben ber 
fünfte A, B xtSp. ju ber polare bea anberngeiogenftnb; ju 
bereifen : bag bte 3 fünfte A, B, C unb ber mttttpuntt ber 
$9Vetbe{ in bemfelben ftrei^umfange liegen« 
t 5) 3Ron folt l^tgen : baf in jebem um eine gleic^feitige Hyperbel 

^ bef^rie^enen Sieretfe bie brei Z>nxöfi(fynitt^pnntit ber jDiago« 

ndiii auf einer burcft ben ^ittttpnntt ber Sur^e ge^^enben 
SttUHnit liegen* 
6) SSenn man wn tintm in ber dbtnt einer Sdipfe liegenben 
^imfle A 9^pmMtt auf bfe g I e i (^ e n conjugirten 3)urcl^# 
meffer fällt/ 2» betDeifen: boß eine ber 3)iagona(en be^ aud 
btefen ^erpenbifeln conflruirten $araffeIogrammed auf ber 
yotaxc bed ^nntUi A fenfret^t iß. 



€.b<0rtf ber iBrennpunktt. 

$. 144. 

m 

2Biir wollen ben Ort ber ?5unf te betraififen , welche fo bef4;affeii 

fmbt baf ber Slbflanb etne^ jieben )>on einem feßen 

fJunfte, 8 r e n n p u n f t genannt, tint ganje 

ftneareSunftion bergerablin igen ober parade^ 

len (5'oorbinaten X, y jiene^ §Jttnfte« ip. — 2)a bie 

^oxmtln gur £ran«formation ber §)araaeIcoorbinaten unter ftd^ 1 1« 

n e a r ftnb , fo ifl jebe lineare Sunf tion ber Seranberlic^en x, y 

in einem gewiffen Spfteme paxaUtUx (Soorbinaten au(|> in jebem 

anbetn $äraffflcoorbinatenf)^enie linear, unb man fann folgtid^, 

^^^ne bie Sldgemein^eit ber Unterfu^ung sn ^oerminbern , xt^U 

ip € it f I i g e Coorbinaten jum Orunbe legen* — Qi feien a, ß bie 

(Soprbinaten iti Srennpunf ted F cS^a* 1^6) ^^^ ^/ y ^^^ ^^"^^ ^^'^^^'^ 

14* 
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hi^cn yutdM M bti Dxttt ; fo wirb itx %^ani Ui fmtftte M 
von bem Srtnnpunf te autgebrücf t inxi^ : 



v^ 



Da ferner eine lineare S^nlHon ter Soorbinaten x, y bei 
fünfte« M wn ber gorm ip: 

mx + ny + t ; 
fo l^at man für bie ©letc^ung beä gefucliten Orte^ : 



|/(x - a)«+(y-«« - ± (mx + ny + 1), CD 

ober: 

(x-a)«+(y-ß)* - (mx + ny+t)«=o. C2) 
S)a biefe ®tti<fynnü t>om )U>eiten®rabe ifl unb 5 tofdffirliil^e 9)a< 
rameter entf^fitt / f o brfidt fte atU Surt>en M imittn ®vaM 

aui. 

Der 3(biianb MP bed $nnfted M t>on ber ©eraben DD' ober : 
mx + ny + t = o (3) 

toirb auöaebrürf t bur^ : 

mx + ny + t 

± j/m« + n* ' 
unb wenn man f eftt ; ' 

k = |/m« + n« ; 
fo wirb bie ©le id^nnft (1) ; 

•^ +|/mHn* 

worauf erfiellet: ba$ ber Slbfianb iebe« fünfte« HI bei 
gefachten SDttti t)on einem feflen f^unfte F 311 
feinem Sbflanbe )oon einer feflen ©eraben DD' 
C9li(]|^tlittie) in einem confianten SerHItniffe 

S. 145. 

Um firens au beweifen : ba§ bie ©leic^ung (2) a tt e (Surven 
bed sweiten ©rabed audbrficft, mfigte man biefe ®UU^mi mit ber 
aOgemeinen ©lei^^ung bed aweiten ®rabe« : 

Ax« + Bxy + CyaH-Dx+Ey+F = o 
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atntificixtü , mi tu. fünf fofgenben fUtUthnta ^ibtx 

1— m« _ l-n« _ 2mn_ 2(a4-iiit) 2(<3-fMt) 

A ~ C B D B 

= "+^-" , (4, 

ttttb itigtn: bag üebent e^ßme ^on ffiert^cn Ux dotffititnttn 

A; B; C, • • . , ioc(<l^e eine dwrot gtUn Wnntn , ein Softem enb« 

ßi^er unl) reeOet 9Bert$^ ^on a, ß, m, n, i tnt^pxi^t. aOein loHr 

l^oien frfitet gefefieii (S* 125); tag aOe ettrt)en be« aweiren ®t(u 

M, abgefcj^en wn i^ten befonbern Sagen in ij^rer (Shtnt, in ber 

®Iei(!^ung : 

y« — 2px — qx* = o (5) 

enthalten ftnb , f d baß ti genügt ; bie ®Iei((ung (2) mit (5) ju 

tbentt'lidren. lQ3enn bie ©leit^ung C2) aOe in (5) enthaltene Surfen 

au^bvüdt , fo brtt<f t fte alle (Surfen bed aweiten ®rabe< an«, 

mUlft Sage fie in ber Sbene au(^ l^ben mdgen , unb ti^emi tint 

in in (5) enthaltenen Cnrt^en eine fie«>iffe«igenfd^ft 6ei3ttftnmb^ 

legiing eine« beftimmten Coorbinatenfyfleme« bat; fo ^at jte biefe 

eigenfc^aft an4t in ®egttg auf febe« anbere arenfpftem, b. ^ man 

fann bie utfptüngKc^en %xtn fefl liegen laffen , unb bie Cun^e in 

ber &tnt »etruÄen. ^ 2)te ©lei^ungen (4) tebnciren ^^ auf : 

jU-m» 1— n^ _mn_a+mt_ g+nt _ a^g» "^'^ ^i (ß) 

— q 1 o p o o 

Ser ®Iei(^ung mii = o fann auf boppelte SSeife genügt n^erben, 

fowo^I burd^ m = o , aU inxäf n = o. 3m er^en ^aOe |^at man : 

' q q q fl 

uttb »ewn t reell fein foö, fo mug q negativ fein* «ber 
toetitt q < o ip / fo ijl fein abf oluter 2Bert^ < 1 , unb n wdre 
imaginär; e« fann alfo ben ©leid^ungen (6) ni^t burc^ in=o 
genügt »erben. — gur n = o l^oTman : 

n = o, /3=:o, m= ^1 + q, t = ±,» | 
_ p p(±m — 1) r ^^^ 

«— iTS ~ q * 

Die Delation ß =o jeigt: bag bie eili.»)fe fowo^I aW bie 4>V^ 
ptxhtl jwei auf ber erpen ober ^au^tare liegenbe Srennpunfte, 
unb jwei auf biefer äre fenfre*te SKt^tUnien ^at. 

2)a ferner a = - ^ ± 53? unb bie abfcijfe beö aRitteltJunfte« 
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= — — tp^ fo fotflt: btt§ Me ttibtti ^xtnrvpmUt auf bet erpen 

9lre iü Uibtn ®etten be^ ÜRittelpunfteä unb in gleid^en (Sntfer« 
nungen t>on bemfelben Hegen. 3)tefe Entfernung ifl in ber SOipfe 

= c = v'a« — b*. ©efc^retbt man alfo aui bemS^itelB cgig^ 
159) mit beut ^albmeffer a einen ^ei^ , fo f^neibet berfel&e bie 
er^e ober groge are ber SSipfe in itoei innerhalb ber dutyye (ie» 
genben ^unfttn F/ Fi, totlifyt bie beiben Srennpunfte ^nb. 
2>{e <9rji0e 2c M@t in ber (^Stpfe bie Srcentrietedt - 
3n ber ^ppecbel ifl bicfc (Entfernung c = Va«-f-b*, unl) i»em! 
man au^ bem ©cf^eitel B C^ig. 162) mit im i>Qlbmtf[tv c =s 06 
einen Ärei« befd^reibtj fo f(^neibet berfelbe bie erfte ober JQutrore 
in gwei ^Junften F, F^ , weli^e bie beiben ©rennpunfte ber ^j^ 
perbel finb. 

Sen beiben etenspanflen F^F^ entfprec^en amei Sttd^ffniien 
B^Df f mädft buri^ bie 01et(|wngen : 

mx+t=o ober x = ^ = V±zl!^±i} = _VL^P^^h 

m mq q mq 'c 

au^gebrAiIi ioerben unb a» beiben Seiten bea Sttttelpunf te« in glei^ 

<$er Entfernung wn bemfelben liegen. — jDo^ ^robuft au^ ben 

aibßdnben eine^ IBrennpnnfte« unb ber entfprec^^enben Stic^Iinte 

9om SRittelpunfte ifl: 

i EL . t ^ = £! = a^ 

q mq q< 

&n Srennpunft unb bie entfpred^enbe Stic^tlinie liegen auf ber« 
felben ^tiU M SRittefpunfte«, unb bie mi^tlinit erhält moR 
Ui^ bur$ tint brüte ^Proportionale. 

3tt ber ^J^rabel iß q = o, m = 1, « = y/ unbbie®Iei^ 

c^ung ber SKd^tlinte iß: 

X - - _ _ ^ a. 

S) ie Parabel pat alfo nur e i n e n S3rennpunf t F (^ig. 164) unb 
eine Stid^ttinie D, mt^c beibe Qlti^totit, n&mli(|> um ben ^aU 
ben Barometer, 9om Sd^eitel entfernt ftnb. 

Zxa confiante aSer^dftnig k = m = ^l + q =^ ^^ « >«f 
€aipfe<l, in ber ?JarabeI =1 unbinber^pp^rbel>L 
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S. 146. 

Ztt a<>^aitb eine« ^ttnfte« ber (Sun)e t>pm 9reittij»ttnlle iß : 

tCmx+»y+0 = ±(iiix+t) = ± [m(x + -5.) :;2] , 

utib mm man x' 39= x ± •£- fc$t , tt)o x' tU wm aRUte())nnIte^ 
am geadelte Slbfciffe ift; \o »irb ber Icfttc au^btuc!: 

tt)o bod et{ie Sop^elget^en fo genommen werben muß, baß man eine 
pofitiDc ®t6§c erjdtt. — ©eaei^nen u, v bie atfldnbe eine« 
fünfte« M b« <5 U i }) f e t>on ben Sr ennpnnf ten F; P , , f yat man t 

u = a — mx', 

'^ u + V =5 2a; 

1) b* l^* bie Summe ber gntfernunaett jiebe« SJnnI* 
te« bet eiltpfe t)on ben beibett©tenn<)unften iß con« 
ßantunt) kcrflrofenäreßleic]^. 

3« bcir i£)9pctbel muß man jwei Steige unterfc^etben. ©a für 
ben 3iwia aur SIed&ten mx' >a iß, fo Jat man für biefenSweig : 

u = mx' — a , 

V = mx' + Ä, 

' V — u = 2a, 

uttb für t>en 3wwg jur «infen x 

u ^ — mx' + a, 

V = — mx' — a, 

u — V = 2a; / 

2) to- !{►- bie ©ifferenj ber Sntfernttnaeo liebe« SJunl* 
teö betr ^^petbel »on ben beiben ©renrUJunften iji 

«öott ber ottgemeinen ©trii^ung be« aweiten Orabe« auöfle^enb, 
hahfti voix im SSor^ergejpenben bie geometrift^en eigenfc^often »ieber 
Lfunte«/ w«^*« »« in» «f^«« ^«pttrf a«« ©cjtnition ber ^Hi^ie, 
l'per*«t unb 55orabri genommen Ratten, fo bog bie Sbentitdt bie* 
%cv tee*«« Würben mit benen it$ jweiten ®rabe« boßilänbig bor* 



1 
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f. 147. 
V i 4) t k t « i «. 

* 

SQSentt man in ber (Sdipfe jieben 4Rabt«d)>ectoi: V^m (%{%. 176) 
um tin ©tfid MN = FM x^tttan^ttt , fo tjl ber Ort ber?)unIteN 
ein Rxtii, beffcn 3WittcIpunft Pj unb bejfcn ^atbmejfer = 2a ip. 
3n ber $9))erbel mu§ man FM t)on F.M abfd^neiben, fiatt ^p 
iujufe^en ; unb ba bie Sinte MN auf bem Ateife normal i% fo $at 
man ben @a^; 

3) jDie bret Surfen bed gleiten ©rabc« fönnen 
ali ber Drt ber ^^unfte betrad^tet n^erben, mel^t 
^on einem feften fünfte unb t)Dn tintm Greife gleit)' 
»eii entfernt finb. — SBenn ber fefle ?}unft inneiHJ' 
be« 9ti^t{reife« Itegt; fo iß ber Ort eine QEUipfe; liegt er auf' 
ferf^aK, fo ift ber Ort eine ^pper bei, unb toenn miliii 
ber ftreid in eine gerabe Sinie fiberge^t ; f o ifl ber Ott ^int 
^axahtU 

S>a bie Tangente ben SOSinfel FMN M 1 1^ ^ i^ ^ fo ifi fte auf 
ber VHttt "oon FN fenfrei^t ; folglt^ : 

OF = 4 FiN — a; 

4) b. f^. ber Ort ber ^rojectionen ber SBttnP 
fünfte auf bie Sangenten ber Sltipfe unb ^ppetiel 
ift ein über ber erflen ober großen 9(re befc^rieiener 
Ärei^* — 3u ber ?JarabeI rebucirt fid^ biefer Ätei^ 
auf eine im ©d^eitel auf ber 9[re fenfrecfite ©erabe. 

2)ie S(ntoenbung bed Siic^tfreife^ erleid^tert mehrere (Sonßruc^ 
tionen. @inb g. 9« ein Srennpunft unb brei Slangenten gegeto/ 
unb man fallt aixß bem Srennpunfte ^erpenbifel auf bie XangenUQf 
fo ifi ber fWittelpunft be^ burt^ bie brei gugpunfte biefer ?Jer|)w^ 
bifel geffenben ftreife^ ber SKittelpunft ber (Sur)oe. SBerbinbet man 
oldbann ben SRittelpunf t mit bem gegebenen Srennpunf te , fo W 
man bie erjie ar'e , unb bie fünfte , wo fie wn bem Äreife ge' 
f(|nitten n)irb, ftnb bie ®<fftittl ber Surt^e. 

S. 148. 

Senn man ben Srennpunit jum Slnfang^punfte ber (Eocxiv- 
ttüten nimxat, fo ifl bie ©leidpung einer Suroe beä gleiten ©rabeJ* 

X» + y« — (mx + iiy + t)« = o. 

®ie polare be« ^Junlte^ (xi, y,) ifi: 

XiX+yiy — (mxi+nyi+t) (mx+iiy+0«=o, 
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mi tvenit btt ^ot bet 9unn!punU ift; f^ rebncitt {t<( tiefe (Blei« 
((uns <^ttf * 

mx -4- ny + t = o. 

5) 2)ie Sticht Ulli e iß alfo iit Volare be< Sremt« 
fünfte«. 

Seitn ber 9o( auf ber 9ti(^lltnie liest, fo ifl bie ®Ieii(ting 
bcr 5)oIare : 

x^x + y,y = 0. 

6) 2)ie polare tinti fünfte« ber fHiäftlinit geH 
arfo burc^ bett SSxtnnpuntt ttnb iß 3ttg(ei(| auf bem 
9011 bem 3rettn)»ttttf te na^ beut $oIe ge^enben 
SSector f entreißt. 

SGSenn man Don eineto fJunfte p ber Slii^tliitie eise Sefonte 
}iei^i/ toer^e bie (Eur^ in a^a' nnb bie ^lore ist q f(^neibet; fo 
*ittett bie t)ier ®eraben Pp, Pa, Pq, Pa' tin ^armonifii^e« SBfifd^et, 
unt) t)a ber SBinfel pPq ein red^ter ifl, fo iß Pq bie ^albirung^^ 
liitie OOB aPa'. Sknn i ber $o( ber eefonte iß, fo ge^t Pq 
btttcb i , unb man }fat folglid^ ben @a^ : 

7} SSenn man an eine Suroe be^ jtoeiten ®rabed 
)>on einem a n ^ e rM I ^ berfelben liegenben f^unfte 
S^eiSrangentenjie^t; fo patiixt tit oon bent9renn# 
pttnfte nad^ bem gegebenen ^nnfte ge^enbe ®erabe 
))en SBinfel, meldten bie t>onbiefem9rennpunfte 
nac^ ben beiben ^erftl^rung^punf ten ge^enben Sec^ 
toren mit einanber bttben. 

Sßenn bcr Sr«nn)»ttn!t ber Knfang^)>unft ber Soorbinaten iß, 
fo iß bie ©leid^nng ber Sßormale kx fJunfte (x, y) ber Cnrbe : 

X -^ X Y — y 

X— m(mx+ny+t) y — n(mx+ny+t)* 
Sd§t man bie S[re ber x burd^ ben ^unft (x, y) ge^en , fo 
febttctrt ß(^ bie ©letc^ung ber (^uroe auf: 

x^ — Cmx+O^ = o ober mx+t=s:±x 
vnb bie ®(ei(lpung ber 9{omaIe toirb : 

X-x ^ Y^ 
1 + m +n * 

S)ie ®(ei(l^ung ber auf ber Siic^tUnie fenfred^ten erßen Xre iß : 

uX — m Y = o , 
unb für ben ^ux^\d)nUtipnntt ber 9lormaIe mit ber etßen Slre 
|fat man : 
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^Zli? =. :il ober X - X = (1 :; m)x = ± t, 
1 im 1 

9ltttt tfl aber x — X bie 'JJrojiectioii be« 8tt>ff4^ ber (Suroc iinb 

bet crfien Sre Itegenben Btüdt^ ber Stormate auf ben 9labtu^)oector ; 

unb n>enn man einen iwtittn ^unf t ber @ur)oe nimmt , fo t>re^n 

fu^ tte (Eocrbinatenaren lun ben 9(nfang^)>unf t , inbem t mt^edn« 

bert bleibt unb ber Drbinate be^ $unfted ber (Suroe gleich i{l^ beffen 

^Jrojection auf bic erfte 8lrc ber ©renrt|>iinft i p , *. ^. bem ^ara^ 

mtitt p. SSan ^at alfo ben @a$: 

8) ®ie |)roj[ectton be6 jioifi^eit ber Sur))e vnb 

ber erjlen Hre (iegenben £^ei(e< ber 9lormaIc auf 

ben )oon bem 8renn)}unfte nad^ bem Z)ur<^f d^n 1 1 1^ 

punfU ter 9li>rmale mit berCurioe ae|fenbtn9iabtitd' 

wertet i^ con()ant nitb bem Parameter p flletc|^. 

ilebung^aufgaben. 

1} eine <Ettrt)e be^ ttt)etten ®rabe« |u coftjbrttiren ^ wenn man 
f ennt : 

a) €tiieit JBrennpunft unb |n>ei Xanflenteit ; 

b) etaen ^rean)»unft unb brei ^^unlte ^^ €ttd)e; 
c3 bte 9tifi^ttime unb brei $untte ber Surve. 

2) (ixxit ^])arabel au eonftruireu , n^enn gegeben ifl : 

a) ber ^reniit)ttnft unb ^ei 3:angenten; 

b) ber ^xwfC^yxvii un* jwei ?Jimfte ber ffurt>e ; 

c) ber SSrennpunf t , eine SCangente mib ein fJunft ber Stinot ; 

d) bie Wi.^x\\m m\> a^ei fünfte ber Surioe. 

3) äBetin Vi^' }»>ei fünfte einer ^arabet, A ber 2>urd^rij^nitM^ 
)>ttnft ber 2:angenten in biefen beiben fünften unb P ber 
Srennpunf t iß / au bereifen , baß man |^at ; 

MF M'P * 

4} SWan fott bet»eifen : baf in einer 6ur»e be« %xovXtn @rabe^ 
jtd^ ba^ »om S5rennpunfte auf eine ©ej^ne geffiOte ^tt^n\>\U\ 
unb ber ju biefcr ©efine ge|iörige conjiugirte Surcbmeffer auf 
ber Slic^tlinie ftj^neiben. 

5) SRan fett bereifen : bag t\n ^albbur^imeffer ber ^VXp\t ober 
{)9perbel bie mittlere $rat)ortionaIe an)if(9en ben t>on ben 
Srcnni^unften naiib bem (Snbpunfte bed t:on}ugirten S)ttrd^t»e^ 
Sm gejogenen SJectoren ifl- 
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ß) 3fi Ut filei^ftiHfirn ^^^^nMiJI^Ux wmfBtÜtaimUt 

ani Qtmtnt Sfiaiiui^tcm tote mitttttt ^lopoxtwmlt itoi^ifytix 
bcn wn ben 93rcnnvttnften nac^ bemfelben ^tiiifte ber Stttpe 

7} Statt foO ben Oct ber &^tiui ber $ata(eln ftttben, weld^e 
tm Satigente utib eüien ^enii)»itifi gmeinft^aftfb^ ^abett. 

8) 3)ett Dri be« @(^eitcld etneir ^arabct ju ftnben , )»H^t üntn 
feftm Srennpttitft ffat, uttb burcft eincrt fefien $uti{t ge^t 

9) jDcti Ort be^ Srenti)>ttnfte« einer ^atobel bu fnben^ ti>e((|^ 
einen feflen @(^ttelunb einen fe^en fJnnft, ober eine fe^e 
£angenle iat. 

1,0> Wan fott ben Ort be< B^tittU einer |)y)>er6et ffnben, iverd^ 

eine feffe »fymptote nnb Slit^tlinie ^at. 
11) 2)ett Drt ber IBrenn)>ttnfte einer t>99ttUl 8u ftnben , i»e{#r 

eine feße Sifpntptote unb einen feflen S^tiitl ^au 

S* 149. 

SBenn q, p^ e'^ • . . bie ^nifernttn^en eined betoeglic^en ^nnf * 
M M ijon feflen Srennpunf tw P^ F', F", • . ♦ nnb r, r', r'" • • • 
bte Sntfernunsen beffel^en ^unfte^ t>on feflen ©eraben ober fRii^U 
linitn D, D^ D^^ * . , bejeic^nen ; fo htudt eine (Sleiifiung : 
f ((>;(>'. (>"/ . . .; r, r% r" ^.0=0 (1) 
gn>if(^en biefen Entfernungen eine ebene Sur^e ani, t)orauägefe$t^ 
baß bie Srennpunfte unb 9ltd^tUnien in berfelben <2^bene liegen. 

jDie ?dngen r, r', t", . ♦ . finb lineare gunitionen ber 
Coorbinaten x, y be^ fJunfteö M , unb q^, (>'«, q"^, ♦ . . finb 
Si^tlionen M ^n>eiten ©robe^, aBerfobef($afen: bog bie £>if^ 
fereni Bn)if^ett 2n)ei beliei&igen berfelben eine lineare S^nftton ifl. 
^iktaxA folgt; 

1) SBenn bie 9leUiion (1) in SBegug auf r,r%r'',... 
uttbiieDifferenjen q^ — (>'*/♦•♦ linear ifl/ fo ifl ber 
Ort beä ^punfte^ M eine®erabe* 

2) SSenn biefelbe Slelation in ^e^ie^ungauf 
r, x\ r'% ••.;(>/ e^ (^'^ •♦• ^^^ jweitcn ® rabe ifi unb 
nur e*f (>'*/ e"*/* -• tntpalt; fo ifi ber Ort beö ^nnU 
le^ M eine Suroe be^ aioeiten ©rabe^. 

So brudt a»8* bie ©leid^ung rr' = m* eine ^9 per bei au^^ 
ioü^c bie beiben Siic^lttnien }u Slf^mptoten ^t ; Ht ©tei^nng 
rafr'«=:ma ^ne (SUi pfe, beren SJid^tlinien bie gleid^en con< 
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Jdigftte« SDut^^effer f!nt; Me (Blä^nn^ ar* ± b^'* = m^ eine 
(E ( li p f e / obet ^^ptxitl, tporin bie betben SRi^tltnien ein 
®9^em contugirter S)ur(|meffer Mben. 

aber benno(^ gibt eine lineare ®Ieic|iung sn^ifdften (»,(>%•.•; 
r, rS ♦ . . guweilen tint Sur^DC beö 8 » ^i ^ ^ n @robe^. — 2)iefed 
ifl ber SaK: 1) n>enn bie Q^tfemung (> vion einem 3remi)>ttnfte 
eine lineare gunltion ber ffnifemungen r^ r', r", . ♦ ♦ i% »eil 
al^bann q eine lineare gunftton t>on x^ y ifl, b* ^. man fann 
für bie verfc^tebenen Slic^tlinien eine fe|en , fo baß man auf ben 
getDd^nlid^en ^d aurfldfommt (144}/ 2) 9i^enn bte @umme, ober 
2)ifferen3 ber ©ntfernungen (»^ p' wtiiwti Srenn})ttttllen^c o n* 
fl a n t ijl ; benn ba Cq+^^) if - qO = p*— e'* «nb tin gof lor c o n* 
fiant i^, fo ift ber anb^e linear^ atfo au(^ bie l^albe @umme^ 
ber beiben gaftoren, fo baf man auf ben Dorftergeffenben ^aU juritd^ 
fommt. 

i. 149«. 

SBenn m'er ©erabe A, A' ; B, B' gegeben jtnb unb ba^ fJro^ 
bufi ber Entfernungen r, r' beö beweglichen ^uttfte^ »on ben bei^ 
ben erfien fielet ju bem ^robufte ber (Sntfemungen s, s' beffelben 
ynnfM t)on ben beiben legten in tintm conflanten 93er]^ält« 
ttiffc; fo befd^reibt ber bewegliche ^unft eine ßutoe be^ ^weiten 
©rabe«. — ©ie ©leicfiung Cl) ip in biefem gaUe : 

rr' 
ss' 
unb wmn ein ber ^fingen r, r' ytutl wirb, fo mu§ au^ s obet 
s' 91 u 1 1 werben, 2)ie Qtxxx^c ge^t alfo burc^ bie ©urd^fc^niitö^ 
punfte ber ©eraben A, A' mit B, B', fo baf ffe u m ba« SJiered 
AA'BB' befc^rieben ifi , unb wegen be« wifff fitlid&en ?Jarameier« 
m erhält man fo atte um bajfelbe Sicrei befd^riebene Surt^en be« 
jweiten ®rabe«» aKan ^at alfo beft ©a^ : 

6) SBenn in eine Suroe iti jweiten ©rabeö ein 
aSieretf befd^rieben ifi, jo ip ba« ^Jrobuf t ber äb^ 
flänbe eine« beliebigen fünfte« ber Suroe oon awei 
©egenfeiten be« SBiererfe« ju bem ^Jrobufte ber ab^ 
ßanbe beffelben fünfte« oon ben beiben anbern ©e^ 
genfeiten in einem conpanten SBerl^dltniffc. 

Wicm bie ©erabe B' {u B paraQet ifl unb ftd^ ber le^tern 



- 221 — 

nd^ri , fo n&^crn ft(( bte auf A^ ober A' Itegrnben treiben Stf en 
au(^ einanter^ mib an.ber ®ren3e ber&^ren A, A' bte Suroe in 
bell fünften, w« fte wn B gefc^nitten n^irb. -- ^i ^t^t ^l\e 
baöOuabratbet (Entfernung etned fünfte« bet 
(Surt>e )oon einer ®eraben {u bem f^robufte feiner 
Sifl&nbe y>^ ixotx burc^ ben $oI biefer ©eraben ^t^ 
(enben 2:an3entett in einem conßanten SBerHH^ 
niffe. 

$. 149 b. 
SBenn man jtDtfd^en p unb q tim 9IeIation bed jweiten ®rabe< 
^at , fo umf^üfft bte be»egli4>e ©erabe px + qy — 1 = o eine 
(Eur^e bed zweiten ®rabed« £)te Entfernung q ber bevveglic^en ®e< 
raben t^pn einem feflen fünfte (X|, yi) n^irb au^gebr&tft burd^: 

, _ v^i + qyi - 1 

V p« + q« 

unb tt>enn eine lineare Stelation : 

m| pi + m^ (>a + • ♦ • = k 

2wif^en ben 9bßdnben ber bewegltd^en ®eraben 9on n feflen $un^ 
ten Fl , F2, • . * gegeben ifl; fo |fat man : 

(m,Xi+mgX2+ * - 0p+(m iyi+may2+ . . Oq — n . ^ . 

v^pa 4. qa 

9htn fann mwx ober immer einen f)unft (x^ y) t)on fol^er 
9ef(^affen$eit ftnben, baß : ' 

^i^\ 4" n^a^jj + . • ♦ = nx , 

^lYi + »172 + . • . == ny 
ift , fo baß {!($ bie Stelation (a) auf : 

px + qy—1 ^ k 
\/pa ^ q2 n 

rebttcirt. 2)a alfo bte betoeglt^e ®erabe {leid btefelbe QFntfernung 
tJon bem 55unftc (x, y) bejfilt, fo umfüllt fte einen Äret^. 

Sßenn ixt 2n)if(l^en (>i, (»^f ps^ * • * gegebene 9teIation wvx 
2 DE) e i t e n ®rabe Iß unb feine ®Iieber be^ erflen @rabe^ enthalt, 
f i{i bie ®(ei$ung mit p unb q aud^ t^om^ 3 to.e i t e n ® rabe^ unb 
bie ben)eglid^e ®erabe rn^Mt eine Sur)oe beä jtoeiten ®rabe^, \ 

§. 149 c. 

aSir tooHen nun ben f^aU betrad^ten , too bad ^robuft ber ab«" 
flanbe ber ben^eglic^en ®eraben von jtoei fe|len fünften conftani, 



j[ii0itteii SDut^^effer fttib; Me (Blä^nn^ ar* ± br'» = m» eine 
(E n t p f e , ober ^^ptxhtl, tporin bie Reiben SRi^Utnien ein 
e^^em conüttgirter 2)urd^meffer l^ilben. 

aber benno(^ Qlbt eine lineare ®Ietc|iung sn^ifdften ^,Q'f.; 
r, v\ . . . gttweilen eint (Jttrt>e bed s » ei t e li @rabe«. — 2)iefed 
ifl ber SaK: 1) tpenn bie Q^tfernung q )>on einem 9renn)>ttnfte 
tint lineare gunltion ber ffntfemunßen r^ r', t'\ • ♦ • ifi, »eil 
at^bann q eine lineare gunftton t>on x, y ifl, b. ^. man fann 
fär bie )oerf(^t ebenen 9lt(|tlinien eine f e|en , fo baß man auf ben 
getDdl^nlid^en ^0 aurfldfommt (144% 2) 9i^enn bie @umme^ ober 
2>ifferen] ber Entfernungen (>, ^' «onjnoei Srenn)>ttn{ten^€OB» 
fl a n t ijl ; benn ba Cq+^^) i^ - (>0 = 9*—?'^ wnt> ei« goTlor com 
fi a n t iß , fo ifl ber anbere linear^ atfo ani^ bie l^albe (Summe ^ 
ber Reiben gaftoren, fo bafman auf ben bor|terge^enben Sali gurikt 
fommt. 

S. 149«. 

SBenn t){er ©erabe A, A'; B, B' gegeben ftnb unb ba^ fJro^ 
buft ber Entfernungen r, r' beö beweglichen 5Juttfte^ )[>on ben bei* 
ben erfien flejt ju bem ^robuftc ber Entfernungen s, s' beffelben 
^nntM t)on ben beiben legten in einem conflanten 93er]^ält* 
nifpe; fo befcbreibt ber bewegliche $unft etne Eutbe bed jjtoeiten 
®rabe«. — ©ie ®lei(f|ung CO iff in tiefem gaUe; 

rr' 

unb wenn tiu ber S&ngen r, r' 9t u tl wirb, fo mu§ an^ s obct 
s' 91 u 11 werben. 2)ie Ettr\)e ge^t alfo burc^ bie ©urd^ft^ttittö- 
punfte ber ©eraben A, A' mit B^ B', fo baf fit um bai S^tered 
AA'BB^ befc^rieben ifl, unb wegen be^ widfätlid^en ^atatneter^ 
m er^dlt man fo aUe um baffelbe 93iereä befd^riebene Eurtoen be^ 
gweiten ®rabe^* ^an ^at alfo ben @a$: 

6) SBenn in eineQurt)ebe^jweiten®rabed ein 
93iered befdb rieben if), {o iflba^^robuftberSlb^ 
fidnbe eine^ beliebigen ^unfted ber Sunoe oon swei 
©egenfeiten be« SBiererfe« ju bem ^Jrobufte ber ab^ 
ßanbe beffelben $unfte^ toon ben beibett anbern ®e^ 
genfeiten in einem conflanten SBerl^dltniffe* 

SBenn bie ®erabe B^ {u B parallel ift unb ftc^ ber (entern 
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m^ tinanUx, nvb an ber ©renje l^rr&^rcn A, A' tfit Sutoe in 
itn ^mhtn, »o fie wn B gef^nitten »irb. — ««flcM«lfo 
badDuabral ber (^ntfernuns tinti ^nnttti bet 
Sttt^evon einer ©erabenstt beut f^robttfu feiner 
Sbflinbe ^t^ i^^i burc^ ben $oI biefer ©eraben ge«' 
l^enben 2;an3enten in einem conßanten SerHIt* 

ntffe, 

S. 149 b. 
aSenn man )tDtf($en p unb q eine ERelalion bed {weiten ®rabe< 
^at , fo wn^fittt bie be»efllt4>c Oerabe px + qy — 1 = o eine 
dntot bed stoeiten ®robe«* Die Sntfernunfl (> ber itmitiifcn ®e* 
raben wn einem fefien ^Junfte (x„ yi) wirb an^gebriltft burd^: 

V p« + q« 

unb wtnn eine l i n e a r e fRttation : 

im^^tn ben abßÄnben ber beweglicjen ©eraben r^on n fefien ^mU 
ten Pw Fa; • . • gefleben ijl; fo ^at man : 

Cin,Xt+mgXg+ , . ♦)p+(miyt+niayi+ > > Oq — »— t (^) 

ginn fann man aber immer einen ^unft (x, y3 t)on fol^er 
Sefc^affen^eit finben, bag : ' 

miX| 4- m^Xjj + . ♦ ♦ = nx , 

ifl, fo bag ^^ bie aielation (d) auf: 

px + qy — 1 ^ k 
Vpa 4. q2 "^ n 

rebucirt. 2)a alfo bie bewegK^c ®erabe pet« liefclbe QFrttfernung 
von bcm ^Junfte (x, y) bejfift, fo um^üttt fte einen Ärei«. 

SBBenn bie awifd&en p^ Paf ps^ ♦ • ♦ ßeßebene SRelation t)om 
j » e i t e n ®rabe iji unb feine ®Keber be^ er jien ® rabe« ent^äU^ 
fo ift bie ®tei$ung mit p unb q aud^ t>om^ gto.eiten ®rabe, unb 
bie beweglid^e ®erabe umi^üdt eine dnxu t>ti anleiten ®rabeä. , 

$. 149 c. 

SBir wollen nun ben gaU betrad&ten , xoo bai ^robuft ber Hb«» 
flanbe ber beweglichen ®eraben von jwei fefien fünften conßant, 
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i, ^, ^Qt = k ^» stimmt man bm ^unft F gun 9nfang^iinfte 
itnb 1tn& X,, yi bie dfoorMnaten von Fj , fo ^t man : 

1 „ _ P'i + qyi — 1 

V p- + q^ ^p^ + q* 

vnb bte Parameter p/ q unterliegen ber Sebingung : 
k fpa + q'} - (pxi + qyi ^ 1) = o. 
9{a^ ber 2:^eorte ber Um()üäangd(tmen iß aber: 
2kp— x^ ^ 2kq— yi ^ pxt+qyt-2 ^ 2k-~X tX— jr^y 

X y 1 x'^ -{- y^ 

2k-XiX — y^y' 
unb mithin bie ©(ei^ung ber Um^uKung^curoe ; 
^o.,^ (^ix + yty-2k)^ _ 

welche olfo eine Qnrot tti jweiten Orabet ijl , bie ben fJunft F 
unb tDegen ber @ymmetrie aud^ F, gum Srennpunfte |^at. — ^Ran 
^at folglich ben Sejrfoe: 

9) 2)a^ ^robuf t ber au* ben beiben Srennpunf^ 
ten einer 6urt)c be« aweiten ©rabeö auf bie SCangen^ 
ten berfelben geffillten ^er})enbilfel ijl eine con* 
^ante (Stoße. 

& feien T, T' (gig. 17 7) 3n>ei gagen ber beweglichen ©craben, 

fo tu ET • F'iPi = fF . F,P'i ; bie beiben 2)reiedf c PFP', 
PiFiPi'ftnb einanber dffnlid^ ; foIgKd^au(^MPP',M,PP',; mitbin: 

mF: MF7=pF' : PiP'j = Ff : |\P V 
2>ie beiben Sreiede PFM, P'iFiM ^b olfo einanber ä^iili(|; 
mithin ^PMF = ^P'^MFi* Tlan ^at alfo ben @a$ : 

10) SQSenn man t)on.etnem außerhalb einer S ur^e 
bed |tt)eiten ©rabe« genommenen fünfte Tangenten 
an biefelbe iiel^t, fo btiben biefe 2:angenten mit ben 
^on ben beibenSrennpunften nad^ bem äufern^unfte 
gepenben @eraben gleid^e SSinfel* , 

ai^ befonbern gad ijt ^itxin ber befannte @ag enthalten : b a i 
tint 2:angente mit ben beiben na^ bem Serü^rung^' 
fünfte gebtnben Sectoren gleitbe SSinfel bilbth 

S. 150. 
SBenn ba^ f robult ber Slb^inbe p, p' ber Bewegli^en ®erabf n 
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9^11 awei fr^ftt ^'usifteti a, a^ ja im ^totutu Ut Satfctauagm 
q, q' berfelfteit &txabtu wn ^xHi aa^cm fefiea yualtra b, b' in 

einem conjianten fBex^&Unifft p^i , fp ba§* ££- = k iS ; fo um^ 

qq' 

f^&St bie bet»eft(tc^ ®erabe eine Snn^e Ui ixniUn ®rabe0 , toel^e 
toie «>ifr ©traben berührt , bie man er|i£It , wenn man a aber a' 
mil b ober b' ^erbinbet iDenn tvenn p ober p^ StuU ifl, fa i^ 
q ober q' att4^ 92 u H ; bie ®erabe fdOt atfo in einer {)articttldren 
ia» mit ab , . . . sufammen , unb bie (^uroe iß f orglii^ in bo« 
IBiered aba'b'a bef^^rieben. SBegrn be4 xomüxli^tn Parameter« 
k er^It man aar in baffelbe SSiereä befc^^riebene Suroen be< jtocilen 
@rabed , unb man j^at baj^er folgenben ©a^ : 

lO SSenn um eine Suroe bed ameiten ©rabetf ein 
SBierecf befd^ rieben i{}^ fo fle^ bad ^robuft ber 91 b^ 
fiänbt einer beliebigen ^Cangente oon jrnei gegen«' 
äberliegenben (Sden be^ Sierede^ 3u bem |)robufu- 
ber abfldnbe berfelben Sangente t)on benbeiben 
anbern (&dtn in einem conjianten SJcrHItniffe* 

^ieraud folgt: SBenn nm eine QEur^e bed jtoeiten 
@rabe« ein SBinfel befd^rieben iß, fo flej^t ba« ^Jro^ 
bttf t ber Slbßdnbe einer beliebigen Sangente oon 
ben htit>tn SerÄl^rung^punften ber Sd^enfel biefe^ 
SBinfel« 3u bem JDna brate i^re^ Hbßanbe« t»on ber 

6)»i1}e be<S8infeHineinemconßanten93erH(t' 
niffe. 

$. 150 a. 

3tt>ei enrioen be« jweiten ®rabe« , mXM biefelben örenn^ 
^Jttutte l^abep , l^eif en ]f>omofocale* SSJemt man bea ü»ilttl»)unft 
i\m 3lnfangd)>unfte ber doorbinaten nmxxii, fo t{i bie aSgemeine 
®UiäfVM^ ber i^omofocalen Suroen : 

* ^ > (1) 

Ober: i 

a* --a« (x* + ya + ca>+ c»x« = o, ) 

worin e eine (Sonfiante ttnb a ein oeranberJic^er ?}ara^ 
meter i^* — SBtrb a>c genommen, fo jiat man eine QFrri})fe^ 
t9e(<^e It^niit 3une^meubem a immei; me|frber J(reiäform näfiert 



I 
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(%ii* 178). €&f t mon abi^ c alnt^mtn, \o ptam ^ He 
(EOipfe immer mej^r ob, unb gefft pleet in ^^ }n>{f(|^ti ben STtniu 
punftm liegenbc ^tfiA^FF, ber großen Slxc aber. 

I^r a<e er^fitt man i>^ptxitln, unb n>enn abi^c 
wä^fl; fo nimmt ber ftfvmptotenwinfel bt^ "Jtnil ah, bteWben 
Steile bejfelben J£)9perbefatte{ge« no^ern^ ft^ einanber ftmnet me^r, 
unb fallen jirfeftt refp» mit FX unb F^Xj 3ufammen. - Scnni 
ti^ att 91 Uli abnimmt, fo wirb ber SlftjmptotenwinW timnfr 
grfiger, unb inUit fatten bte ^yperberjweige auf biedre bety.- 
3»an er|>att alfo g»ei Steigen ^omofocaler Curioen , nfimli^ m 
Steige eitipfen unb eine Steige ^pperbeln» «Durd^ jeben ^tmtt te 
ebene gejt eine J^omofocale ffttipfe unb Hyperbel; benn bfe ®l«' 
^ung (1) ^at immer a»ei reeffe saSurjehi unb gibt für a awei SertJK, 
wovon ber eine < c unb ber anbere > c ift. 

$. 150 b. 

Ci0mf4)afU» ber {fcmeifücaitn Curven. 

« 

äBenn man eine ^omofocale (£ 1 1 i p f e unb $ 9 p e r b el ie« 
f (ffreibt , we'ld^e iux^ einen ^unft M (Sig. 1783 gepen , fo ^albirt 
iit Tangente an ber SSipfe ^en ^on pem einen Sector ui ber 
SBerldngerung bed anbern gebilbeten SSinlel, unb bie 2:angente ait 
ben Hyperbel ber Pon beiben akctoren gcbtfbeteu SBinfel. golg' 
Ii(|» bur^f^neiben eine j^omofocale (Sllipfe unt 
^pperbel fic|^ unter einem redeten SB3 in fei. 

äBenn a, ai bie Parameter einer l^omofocalen (SHipfe unb ^ 
perbel, unb b,bi bie aweiten Sfren berfetben ftnb ; fo wirb ber ICuKt" 
fd^nittdpunft M berfelben burd^ bie ftmultanen ®Iei(|»ttngen : 

be{Hmmt , worauf folgt : 

aa« bbi 

c "^ c 

ajenn iwü j^omofoeale (SOipfen (a), (aO gegeben ftnb, fo^ei^ 
$en bie fünfte M, Mi , wo fte )oon einer ^omofocalen J^pperbit (»i) 
gefd^nitten werben , correfponbtren^e f^unfte, unbna(|beR 
wr^ergel^enben ©letc^ungen ^at man : 

x_ _ x^ _y y' ^ 

"a ~ a' ' b ~ F ^ 
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i. ^. bU doottinattn cottefyonbircnbct f^nnfu «ec 
ptlttn fi^ wie bit Sven. — .^ieran« folgt: 

i«_»^«_x»— X** y* _ y** _ y*— y'» _ y* -y* 

X»— x^*4-y *~y<» _ X* y» 

X» + y* - (x'* + y'*) = a« — a'»* 
Qinb frmer N,N^ )H)ei anbete correfponbirenbe fünfte unb x.^y^; 
^^/ y^ t^te SooYbinaten; fo ^at man ebenfo: 

xS+y^.-C't'^i+y'*«) =a«-a'». 

MN^*=(x - x'jHCy - y'i)*=x« +y* +x'^ + y'S 

-2(xxS + yyS), 

flI'N'=(x'-Xi)' + Cy' - y»)^ = x'^ + y'^ + x*. + y^ 

-~2Cx,x' + y,ya 

alfo : 

Mn^^ — MPn» = o , ober MN' = M'N; 
b*^bte fi4^ bnrc^fteuaenb^n SSev^inbung^Iinten 
au^eter |)aarecorref)>onbirenber$unfu aufa^oei 
^omofocaten <SIItt>fen f tnb gtei^ lang. 

2)tefer @a$ ftnbet aud^ nod^ flatt, tt>enn gn>ei ^omofocale ^y 
))erleln )>on einer ^^eränbcrUd^en Sai)>fe gefi^nitten werben. 

2)ie @erabe : 

mx+oy+t = o 

iat in btx l^emofocalen dux^ (a) aum |)oIe : 

x^ _ yi -3 1 = nx,— m yi 
ma* n(a*— c«) mnc* ' 

tmb bieDon best t)eranberltd^en Parameter a tinal^^ängige ®Ietd^ung : 

nxj — myi — mnc* = o 

brüdt ben Drt ber $oIe ber gegeboten ©erc^en in Segief^ung auf 

>te j)erf*tebenen ffomofocalen 6urt)en mi. — SWan Jat baffer ben 

6a^: 

3)er Ort ber ^Jole berfelben ®eraben in Sejie* 
^ung auf x)erf(l^iebene ffomofDcale Surtoen ip eine 
auf ber gegebenen fenlre^te ®erabe. 

»Ott ben Jomofocaren Curioen itxü^xt m^t>it gegebene ®e^ 
rabe, inbem ber «erü$rtttrg«>>unft bergußpunft beö ^er»)enbifel« tfl. 

fflenn «wei |[>oni4>focaiefföi})fen (a), (a') gegeben ftnb, unb 



^ 
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man iitjti wn einem fünfte F (Sig* 179) ber gtifieni }«oei Zan^ 
genten PM, PDI^ an biz fltintu ; fo mac^ biefe 2;angenKn mit 
PF unb PF, gletfl^e Sßinfel, unb ^aben folgltcb m^^ ^^^ i^^ 
an bie erfie (SQipfe gejogene 2:angente B| B gleti^e ?leigttttg. - 
SBenn alfp ein Si$tflra|ri an ber innern @titt ber gro^n Slli))fe 
fuccefftve 3ttvfi<Iw^tfungen erfahrt/ fo Uxü^tt er ßetö bie Ktinerr 
i^omofocale (Süip\u 

S* 151. 

i^omofocalf yarabrln. 

äBenn l^atabeln benfelben 9rennt)ttnft unb biefelbe 9re (ato, 
fo $fei§en fte H^omofocale. — Stimmt man ben gemeinf(fiaft(t^tA 
Srennpunft aum Slnfang^punfte bet Soorbinaten , unb bie getneiO' 
fcf^aftli^e 9re jur Slre ber x , f o meeben bie ffomof ocaten faxMn 
tuxi^ bie (Steigung ; 

y^ = 2p (x + (5) 

au^gebräät, n)onn p ein wiUtüxU^tx Parameter ifl. 

^ofititoe SBertj^e von p geben eine Steige Parabeln; mW 
auf ber Seite ber <> o f i t i t> en x liegen* Stimmt p biö 3tviU ai, 
fo nähert ft(^ ber ©cbeitel bem SBrennpunfte F (gig. 180) unb bie 
beiben 3»eige ber ?5arabel näffern ftd^ gegenfeitig , fo baf fte juleft 
mit bem 2;^eile FX ber Slre {ufammenfallen. Üttmmt bagegen p 
gegen + oo g u , fo entfernt ftcb ber ©d^eitel gegen bie Cinfe ni 
bie beiben (Suroenjtoeige ge^en immer weiter au^einanber* 

9legati)>e SBert^e oon p geben eine }n>eite 9ttipt 9^xcit% 
toeld^e auf ber Seite ber negativen x liegen/ unb biefetten U»' 
fifinbe barbieten , u>ie bie erfie Steige. 

2)urcb üeben $un{t (x, y) ber Sbene ge^en atoei ffomofocole 
Parabeln , unb ixoax von jieber Steige eine ; benn bie ©(eic^ung (5) 
gibt für p gtoei SSSert^e, einen ^ofitiven unb einen nego^ 

Hoem 

äBenn man ben Srennpunft F^ feß liegen unb F bagegen fu) 
in^ llnenblicbe entfernen lä^t auf ber txt ber ))ofttioen x ; fo n)irt 
bie Steige ber ^omofocalen GFIIipfen bieerfie Steige ber 9^t^ 
beln, unb bie 9lei$fe ber ^ 9 P er b e I n bie } to e i t e fJarabelrei^C; 
fo baf ftd^ bie obigen €eprfd$e auc|i auf fiomofocole $arabe(n tx^ 
ftxtitn laffen , tt)enn man gtoei Parabeln berfelben Steige al^ V^ 
^omofoeale (Ettipfen , unb jn^ei Parabeln , n)ooon bie tint aui bet 
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tvun ititb Me anbete aui ber onbcni Aei^e ift , a« dne (Mmfo^ 
tAt Slli)»fe imb ^9perbe( bettoc^tef. 

Itflntts^attfiiebfii. 

1) ÜRan foO bie QFin^fillttitg^cttri^e ber 9oTaren bfffelben fJunfte« 
in IBe^ic^utift auf verfd^iebmc ffomofocale (^nn^ett ftttbett. 

2) 2)ni Drt ber 9erfi^ntiig<punfte ber von einem feflen fünfte 
an bie «erf^iebencn ^omofoealen (iwota sqogrnen Zangenten 
gu finben« 

3) Sbenfo ben Ott ber SDurc^fi^nitUpunfte ber 9tomiaIett mit 
ben Qttrioeii« 

4) 'Siti^tvSttn ben Drt bct ^h^ojiectiencn bed feflen ^nnftetf anf 
feine ^olaten. 

5) (Kn xtäfttt äBinfel bewegt ft$ in ber (Ebene gtveier (emofo^ 
cafer (Kurven be4 {weiten ©rabe« fo , ba§ ber txnt feiner 
6<^en(el bie eine Qfurbe/ unb ber anbete bie anbere fortwfi^^ 
renb berührt ; man fo0 ben bon ber @))i^e betf SBinfeM befi^rte^ 
benen Ott finben. 



^ttinnbsmanatdfhö ^apttef. 

^9mb0lif4e Ql^e^metrie. 

%. 151. 

Sef anntlic^ briidt ^n Syflem r e e H e r SBertl^e b(m x, y tvxtn 
|)ttnlt ber &>txit wxi , nnb wir wollen t\n @9{tem imagindrer 
SSert^e 9on x, y nad^ ber Snalogie einen imaginären ^unlt 
nennen. Um femer unfern Slu^brüden bie b^Sige Slttgemein^eit aU 
gebraifil^ct @9mboIe gu geben , ber^el^en wir unter S i n i e bie (&t* 
fammt^eit ber reellen unb imogtndren SfujlSfUngen ber ®(eid^ung 
f (x^ y) = o, fo baß eine gerabe 8inie, ober tint ffuroe Ui 
l't^tiitn ® rabe^ weiter ni^td , ali eine ©lei^ung beä e r ß e n, 
ober 2 n> e i t e n ©rabe^ mit Itixtlxitn reeQen , ober imagindr^n 
(Sotf ficienten ift. — (Sine ©lei^nng mit reellen ßoefftcienten 
bru(f t ^txoi^ViW^ eine reelle Suroe unb eine u n e n b I i (^ e ÜRenge 

15* 
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))aame(fe cottfugtrter tmaginirer ^tttilte ani, wgegett ettie 
©Innung mit tmagtniren Qoefftctenten etne unenblid^e 
SRenge imagitiaret fünfte unb dne en blicke Xnjal^t te^ 
e 1 1 e V fünfte mtdbrüdt , inbetn bie le^te 3<^]^( ffi^^tni bem Ou(u 
brate betf ®xaiti ber ©Irt^ung gletd^ iß* -r- @o ^at a* ®- bte 
imagiit Are ©erabe: 

nur ben einen reetten ^unlti 

ßx-f^ = o, y = ajL-^-r' 
2>ie bur«!^ jmri conjittgirte imagin&re ^Jitnfte ge^eiti^r 
(Serabe ifl r e e 1 1. — 2)te gemeinfc^aftlic^en ^Junfte gmter Linien 
flnb nid^td anber^ , ali bie gemeinf^aftlid^en Slufldfungen g^eicx 
©tei^ungen. — (Sine gerabe Sinie fc^neibet eine Sinie iti mitn @ta$ 
>tö im SlOgf meinen in m reellen, ober imaginären fünften. 

$• 152- 

« 

Unter ber gegenfeitigen ^Entfernung gn^eier fünfte 
Cx', yO/ Cx"/ y'O »erjiejfen »ir bei re^twinfligen aten brn 
SudbruÄ : ___________ 

D = ]/(x'' - x'p 4- cy" - yO*. 

ffienn Mo ober (Xof yo) ein^Junft einer ©erabenAiAifl^fo 
ift i^xt ©Iei(^ung : 

^ — ^0 y — y o _ . 

p q 

wo p unb q tet Stelation p<* + q^ = 1 genügen (S. 203. — pc 
M^teiben Hälften betrfeKen MoA unb MoA^ Jfat man: 

P q ~P — q **' 

fo taf alfo ««0 auf einet intaginäten ®erat>en jwei entge 

geitgefe^te Stiftungen untetf^ieben werben.. — CF< feien 9! 
unb M" ober (x', y')/ (x'', y'O 3»ei fünfte , »rt^e o»f Ut 
l^alben ®eraben MqA fo Kegen, bat 91'' ouf M'A liegt; f« 
^ man: 

p q p q • ' 

± ±. = y — L = M'M", 

p q 
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Sntaginäre Sängen werben alfp tote reede aiiixt unb fu^trajfirt, 
unb man fann fagen : baß ber ^unft Bt' j n> i f d^ e n Mounb M'^ liegt.— 
jDitt^Iittft man alfo auf einer imaginären ®eraben fuccefftve in 
bem einen unb anbern Sinne t^erfi^iebene Sängen, unb betrachtet bie 
na^ htm tintn 6tnne bur^Iaufenen aU |) e f i t i )> ; fo mfiffen bie 
in bem entgegengefel^tett @inne burc^Iaufenen (rf< n e g a t i t^ an^ 
gefeiten loerben. 

9la(^ unferer 3)eftnition ifi bie Sänge eine imaginäre ©rfge, 
beren Argument jwif^en — ^ unb + ^ liegt , b. ^. beren r e e t 

\ € r 9efianbt^ei( p o f i t i o ift , fo bag bie 93ergleic(ung ber San« 
gen auf bie biefer reeKen ^eßanbt^eile 3urfi<frommt, unb eine Sänge 
g r d e r ald eine anbere genannt toirb / toenn i^r reeller 9e#anbf 
t^ gr5fer atö ber ber X^Xtxn iß» 

S- 153. ' 

3ma0tnj{rfi 9rmdi. 

iOrei buri^ i^re(^oorbinatenbeflimmte fünfte btlben ein jQreied; 
bie gegenf eitigen Entfernungen biefer fünfte ftnb bie Seiten a, b, c 
bed 2)reie(Ie^ , unb bie SQSinf el beffelben loerben bur^ bie Formeln : 

cos A = ^?!=:5!, sin A = l/l - cos« A , , 

A = -T^z- log (cos A+ ^— 1 sin A) 

^ ^- 1 

bejUmmt, tt)orin aSe Sigenfd^aften ber 2)reiecfe enthalten unb auf 
imaginäre DreieÄe erftrctft ftnb* — 3Die g I ä ^ e eine« ©reietfe« 
iß bie J&ätfte be^ 3>robufte« au« fetner Orunblinie unb |>ö^e , unb 
bie oerfci^icbenen Slu^brüde biefer gläc^e gelten aucb für i m a g i^ 
n ä r e JDreiecf e. r- SBenn xsiosa auf ber <S>t\Xt BC gwif^en B unb 
C einen gjunf t D nimmt unb benfeften mit A oerbtnbet ; fo fieigt 
bie ©crabe AD in bem SBinfel A liegenb; jie tfietU ba« ©reietf, 
unb mitjiin aud^ ben SEBiufel A in jvoei %^%x\t, wie ficj leicht geigen 
läßt. — SBenn txa gegebene« Sicied burd^ ©erabe, »eÜ&e in 
feinen ^SQSinf ein liegen, xx^. Sreietfe jerlegt werben fann; fo pnbet 
aud[» ber befannte @a$ fiber bie SBinfelfumme üe^t nod^ flatt» 
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S. 154. 

imüfinävt ütnkel. 

3)er wn ^mi falben ©eraben MoA; MoA' obrr : 

P q ^' P' q' ^ 

gebtfbete SSinfel 9 ergibt ftcb leidet; benti wenn man auf bea ((ibes 
@eraben wn i^xtm 2>ttrcbf(bnttwpunrte (x^^ yo) Mi iwi Sängen 
f, Q^ nimmt, fo gibt bad baburc^ beßimmte 2)retc(I: 

cos 9 ==» pp' + qq'. 

SDie betben entgegenflefe^ten {)dlften MoAi unb MoA'j gekn 
f fit cos 9 benfelben 9S3ert|» / tvdbrenb btc beiben ^Stfttn MoA, »sk 
IHoA^ gwei gleite unb entgegengefe^te Sertj^e für cos 9 geien. 
Vltt^in ftnb itod &^tiMwinM etncinber gletd^ , unb imi Sleim^ 
xoinUl ergfinaen etnanber gu gwet reiften ; ic. k. 

3tt>ei l^albe @erabe, fiir toeI<be p unb q einerlei 9Bm((^en, 
ftnb paxalltU 3tt)ei äSinf el , beren @(benlel )> a t a U e l {inb, 
ftnb einanbifr g I e i d^ ; tc. k. 

%üt eine wm Sinfang^punfte au^ge^enbe ^albe (Sferabe OA 
(at ntan : 

JL — y. — 

p "^ q ~ *"' 

unb tDenn a, ß bie SBinlel begeic^nen , toelcbe fte mit ben beitai 
J^albaren OX, OY bittet ; fo ip cos a = p, cos ß = q , 
cos« a + cos« ß = 1. (Si Unntn W^ wei^rere gatte wxlovsm 

SBenn: . 

cos a= |/ 1— cos* ß s= 1/ cos^iof unb cosß =1/1 — cos* a 

= l/cos» ß 

i9, fo ^at man a+ß=^, unb bie ^atbe ©erabe OA liegt inM 

Wx&tX YOX, fo baß in Hefent SoOe Me SBinfel a, f pt« fto^ 

Switt : _^; 

cos a = — 1/ cos» o ttttb cos ß = — 1/ cos' jJ 

iß, fo $at man a — ß = ^, OA (»at in tm fBinfel YOX» 
aiß f)){$ tmb ßunpf. 
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Um äffe gatte in bie eine gormel a + = ^|uramiiifti)ufaffen, 

f olgjli* : 

a = _ - log (cos a + V^— 1 ♦ cos ß) , 

unb aUbmn (cfKmmt btt auf biefe 9Se{fe bef{itirte SBinlel a bie 

?age t>ott OA tjoffflfittbtg. — • ffienn sin a = ^ sin* a tP, fo Kcflt 
OA auf bcrf cfbcn ©eitc ber fixe bet x aU iit ^aWare OY , unb 

»ctttt sina = — ^sin» a ift; fo Kcflt OA auf ber anbern Seite. 

3)ad aSorffcrgeffenbe Idf t ftd^ leicht tDeraffgeuteinern unb auf 

imaginäre Soorbinatenaren au^te^nen. 2)er ^unbamenialfa^ 

wn im $ r / e c t { n e n gilt ebenfaffd für ein i m a g.i n a r e tf 

fBietcd unb eine imaginäre flxtr\o tt)te aQe gof gerungen bar« 

ani gufttg bleiben , unb inöbefonbere bie Formeln jur ^ran^for^ 

mation ber Soorbinalen bei imaginären W:tn biefelben bleiben/ 

me bei reellen«, 

S. 155. 

2)et Jhreid ober ber Ort ber )>on einem SRittelpunlte gM^tveit 
entfernten 5Junfte ^at gur Oleid^ung: 

Cx-ap + (y~b)» -« r« = o, 

n>o a, b unb r brei reelle , ober imaginäre toiVltüxüifyt Sonftanten 
^xit. — Qlnt ®erabe fc^neibet ben J^reiö im 3lffgemeinen itt jtoet 
fünften / unb toenn biefe beiben fünfte in tintn jufammenfaffen ; 
fo toirb bie ®e!ante gur Tangente. — 2)ie t)erf(i^{ebenert ©äge, 
toe^e in ber (Slementargeometrie t)om Greife betoiefen n)erben, er^ 
fhreäen ftc^ au(i^ auf ben imaginären Äreiö, inbem bie Setoeifebie^ 
fefben Weiben, ober ber gorm nacfy etma^ abgeänbert werben. 
3. SB. ba« au^ bem SWittelpunffe auf eine ©ejne gefaßte ^txptn^ 
bif el tf^eilt biefe ©epne in gwei g l e i d^ e SC^eile ; benn bie ©efine 
ifl kic ©runblinie eineö glei(i^f(|enfligen SDreiedeö, weld^e^ inxäf 
ba^ ^erpenbifel in jwei gleid^e red^twinHige SDreietfe getl^eift wirb* — 
3Dad • ?Jer!|)enbifeI im gnbpunfte eine« J^Ibmeffer« i^ eine San* 
gettte; gleiil^en SWitterpunWwinleln entfpre^en g(eid&e ®ej» 
nen; 2C. 
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au(^ Ue gewp^nlic^en 2)efinittonen bcr trigonometrifi^eii ©rogen 
ftnben bei bem tmagtndrrn Jhreife flatt* 

3n bem Sprjferge^cnben ffabett wir bie ©runblagen einet fpm^ 
bolifc^en ©eometrte angebeulet, n>el((^e attgemeiiter i^, ald 
bie getDii^nKc^e ©eometrie , unb tDorin ftc^ bie Se^rfa^e vi^t avf 
g t g tt r e n / f onbern auf Symbole be^ielfen , miede nur in ge« 
tptffen befonbern Satten butc^ Figuren bargeßettt »erben; unb nur 
ber 2>eut(td^f eit tvegen ^aben u>ir biefen Symbolen bie geipo^ttlicben 
3tamtn ber entfprecbenben Stauten gegeben. — @inb bie ©rmb« 
lagen biefer fymbolif^en ©eometrie einmal gewonnen, fo ergeben 
ft(b fdmmtli^e Ce^rfä^e auf fpntf^etifclem 9Bege, wie in ter ge^ 
xoi^nli^tn ©eometrie, fo ba§ bie f^nt^etifc^en 6<^Iuffe bie @tdit 
ber atgebraifiben Operationen, namentlid^ bte Sran^formationen 
unb Kombinationen ber ©leic^ungen oertreten. *- 2>iefe [ymboKfi^e 
©eometrie liefert tin fc^d^bare^ (Srftnbung^mittel unb erleichtert bte 
9uffuc(ung wichtiger anatytifc^er G^igenfc^aften ber ©leid^ungen« 
9ßirb fte bagegen auf bie Unterfucbung ber CEigenfc^aften ber ^i^ 
guren angewanbt, fo bilbet fte eine neue geometrifcbe fDtetbobe; 
benn oft wirb ein burd^ biefe ^et^obe gefunbener abfiracter Sa^ in 
ben SaS ber 9t e a I i t d t fibertragen ^ unb gwar burc^ tintn %tOf 
metrifcben @a$/ welchen man burcb bie ^Betrachtung einer reellen 
^tgur entweber gar nicbt , ober wemgßend nicbt einfacb genug er« 
galten fonn. fturj: burc$ Unwenbung imagindrer Symbole 
werben bie Betrachtungen t>er all gemeiner t, wie wir in ber 
golge an t)ielen Seifpielen fe^en werben , unb man fann t>on biefer 
ÜRetbobe mit Ste^t fagen : bag ße bte (S i n f a 4i |f e i l ber geone^ 
trifc^en unb bie Sltigemein^eit ber analytifcben SRet^obeia 
ftc^ i^ereittigt* 

S. 156. 

93enn {loei fünfte, worin eine ©erabe eine Suroe f^neibet, 
fld^ unbefc^rdnft einanber nd^ern; fo wirb biefe ©erabe SC an^ 
g e n t e. — Zic fruf^ern 9ffet^oben ber Zangententbeorie (Aap. 5 tu 6) 
finb allgemein, unb folgtic^ i^at bie 2:angente in einem betten 
bigen reellen, ober imagindren fünfte bie^orm CA) in S« 56. — 
93on einem fünfte fann man ^n eine (Suroe bed mten ©robed 
m(m— 1) Tangenten jieben, g. ®. von einem inner]^alb einer re« 
eilen Sdipfe tiegenben fünfte 3wei eonjittgirte tmag.inire 
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ZMgtuttn, fftr mtU^ bte ^t^mufitif^ xttll i% — Sit 
f innen ba^er unfere frü^re X^ttxU ber $oIe unb polaren C^Rap« 19) 
^tvaügtmtinttn , unb befiniveii: bie polare eined ^unftc^ 
i{i bie biefem fünfte ejitfptt(^enbt ^erft^ung^ 
f e I» n e. — Stöbann toerfd^winben oS« 9ef(|»¥&nf nnflen unb bie Se^r« 
fa^e maffen im au^ebefmteflen @iiine genommen »erben« — 9Benn 
in htm Se^rfa^e 1 ber $unfi p au§erHtb liegte fo mußten wir 
nn« frä^ev auf bie bie (iutot xoixllUlf fi^neibenben @efanten be^ 
fc^ranfen , xotlifti nur ben au^ttf^aib ber Sttn>e Kegenben ^ett 
ber polare gab« — SEBenn aber bie @efanle bie Surve ntift S^ntu 
bet , fo ftnb Ht jDurd^fc^niltöpunf te , unb folglid^ bie beiben Zixn^ 
genten imagindt conjiugirt, tood einen reetten Sereinignng^^ 
punit gibt , unb man er^aft auf biefe SSeife ben i n n e r n Zf^til 
ber fotoxt» 

S- 157. 

9iic#f49ltt p»dtt €tic9ni ^t$ jm^Un Bt9^t§, 

Stoti ^nrotn Ui gtbeiten ©rabed f^neiben ftc^ in 4 fünften, 
unb tt)enn man biefelben paarwetfe i^erbinbet, fo erfidlt man 3 $aare 
gemeinf(^afUi(^er @efanten/ fo bafi ber 2)ur($f(^nttt^punrt j[ebe^ 
^aare^ in beiben Surioen bte bur^ bie beiben anbtrn X)ur^f(^nittd^ 
punfte ge^enbe ©erabe jur gemeinfci^afttic^en polare ^at. 

Sßenn bie beiben Surt)en r e e 1 1 ftnb , fo finb bie 4 gemein«' 
fc^aftli^en fünfte reeU , ober imaginär con/ugirt , unb man ^at 3 
gdtte 2u betract^len: i)(S^ finb 4 ^unttt reelL — Kldbann 
ftnb bie 6 @ef anten reell, unb 3 reeUe fnnltt ^aben in beiben 
(Surfen biefelben S'otaren. 2) (Si finb 2 fünfte reell unb 
2 imaginär. -^ ai^bann ftnb 2 @efanten reell, n&mlid^ bie, 
loelc^e bunt^ bie beiben reellen , unb bie , tveld^e bnrc^ bie beiben 
imaginären fünfte ge^t. :3Lebe^ ber beiben anbern ^J^aare befiel^ 
aue 2 conii^irten imaginären @ef anten, unb 3 reelU fünfte 
paben biefelben ^M^lten. --< 3) ^Die 4 fünfte finb imaginär. 
— 3« Mefem gatte ijl ein ^aax gemeinft^aftlicber ©efanten reett/ 
unb ein einiiger r e e U e r ^^unf t $fat biefelbe polare. 

2)ie allgemeine ®Ui^unQ ber Hx^ 4 fünfte gefienben Surt^en 
be^ jtoeiten @rabed ifi ))on ber e^orm: 

F (x, y)+X(mx+ny+t) (m'x+n'y+tO = o, (I) 

\»^ F (x> y) = o eine biefer Surfen/ mx+ ny + t=6, fo »ie 
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iii'x+n'y+l'=o eine gemetnfc^aftttd^e @efante unb X em i9ii{ffttIii|eT 
Parameter ift. 

SBentt man bte idhtn f^tmtin^aftlKfytn @eraitten in ben d^ 
otbinateitoren ittmmt^ fo rebucitt ft(^ bie (Steu^ung (1) auf: 

F + Xxy = o. (2) 

2)m Ort ber Sltttelptiiifte btefer berfcbtebenen üutotn tt^Ü 
man , mnn man X ^wifd^en ben ©leic^uitgen : 

P'x + Xy = o , P'y + Xx = o 
elimintrt , tpoburdj^ man er^filt : 

xP'x — y F'y = 0, 

b. $f. eine buri^ ben 9lnfang^)»unft ge^enbe (Suri^e be^ jtt>etten ®tabf^* 
2)ie @Ie{(|ttng C2) (ann folgenberma^n au^ebräf{t toerben: 
ax^ + X xy + cy» + dx -+• ey + f = o ,• 
unb bte ^^olare eine« fünfte« (x,^ y,) ifl: 
(2ax,+d)x+(2cyi+e) y +dx,+ eyi+ 2f+X(xyj + yx^) =o^ (3> 
®t(t man X ixoti loerfcbtebene 33ertl^e, fo mfiffen, bomit bte 
^tflaxt biefelbe toirb, ft(^ bte beiben ©lei^ungen: 

(2ax.+d)x+(2cy,+e)y+dxi + cy»+2f = o J ^^^ 

yiX + x,y = o J 

auf e in e rebuctrem (S« mug alfo enttoebev X| = o, yt^^o, ober: 

dx, + eyi + 2f = o 

unb: 

2ax| + d _ 2cyi + e 

yi ^i 

ober: 

2ax»i — 2cy*i + dx» — ey^ = o 

fein. — $Itt§er bem Slnfang^punfte erhalten toit alfo imei anbete 

auf ber polare biefe« änfang^punfle« Kegenbe fJunfte» — 3n ^xm 

dnvotn be« in^itn ©rabed ftnb folglich bie 2>ttr(^f^nitt«punrte ber 

gemeinfc^aftlii^en @efantenpaare bie einaiflen ^nfte, toelc^e btefe^ 

ben polaren j^aben , unb ber gtnieinfi^aftKibe fJunft t>on (4) ae^Srt 

offenbar allen polaren (3) an» — SSRan Ifai alfo ben Ba%x 

1) 2>ie polaren eine« fünfte« bet (Sbene in Se^ 

)ie|»ung aufi^erf^iebene, umbaffelbeSieretf be^ 

fc^riebene (Sur^oen be« {weiten @rabe« flehen a\lt 

burc^ benfelben ^nntu 

S^ 158. 
3n bem in $. 87 eno&^steu QFoorbittatenfyficme tverbeu ^ini 
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üuiithiüdi 9 nnb Jie^e gemebtf4faf tKd^e SCuü^fung birfer beibm ®teM 
jungen gtbl eine ®crabe, tvelc^ beibe <Eart)eit lugleic^ berft^t, 
fo ba^ num reeffe , ober imogiiiire gemeiiifc^fUu^ Xongenten et« 
^dtt* 2>a )i»ei (Snrt^en betf iweiten ®rabe< ban^ |t»ei ©(eu^ungeti 
au^ebrfitft «werben , n>e((^e in IBQttg auf p unb q Mm jtbeiten 
®rabe ftnb ; fo folgt : bag btefe Suroen 4 gemeinfi^aftU(^ ZMß 
it^Xtx JKiben* — S)te brei 2>iagonaIett be< nm bie beiben (Euroen 
tef(^ri(benen Sieretfe« bi(ben vxi 2)reied, toooon j[ebe SB3in(etf)^e 
bie ©egenfette anr gemeinfc^aftfid^en polare l^at (S* 1373^ Stm 
^at alfp ben @a$: 

2) jDie bvei diagonalen Iti um gmei Curoen be< 
)toeiten ®vabed befc^riebenen Sierecfe« bilben txxk 
2>reted, beffen (Eden bie 2>ttr(^fi^nitttf fünfte be4r 
bret gemetnfd^afllic^en @elantenyaaee ftnb.« 

2)ie aOgemetne ®Iet^ung ber Suroen betf steilen ®rabed, 
n)el(^e 4 ® evabe berühren , (äfit {ic^ auf folgenbe gorm bringen : 

^ Cp, q) - X Cpa+qß+l) Cpa'+qß'-hO = o, (5) 
tto P (p, q) = o irgcnb eine biefer Sur)^en ifl , (o, ff), ia\ ß') 
itDci gegenübcrliegenbe (&dtn {tnb unb X einen n)it(fiirti(^en $ara< 
weter begci^net. J)enn jwci SBertl^efyjleme t)on p unb q rebueiren 
iuglei(i^ F Cp, q) unb ben gaftor pa + qß + 1 auf Wutt , unb 
genfigen mit^n ber ®lei(^ung (5), n>ad aucb X. fein mag ; {te geben 
amei bttri!b ben ^unft (a,ß) ge^enbe gemeinfd^aftlid^e Tangenten, 
unb bie beiben anbern ge^en burci^ ben ^unft (a^ ß% 
^etra^ten toir bie ^urve be^ gweiien ®rabe(l: 
p = ap* + bpq + cq* + dp + eq + f— o^ 

fo totrb ber 3JoI (x^^ y,) ber ©eraben Cp^ qi) burcff bie SBela^ 
(ioQen : 

2ap,+bq,+d _ 2cq;+bpi+e _ dp, + eqi+2f ,g^ 

xi yi ~ 1 ^ . 

itftmxat , tt>e(^e benrn in S* 134 analog finb, — 2>enn blefe @e« 

rabe ttiffi bie (Euroe in einem ^nnttt (x, y), loelc^er ber @Ui(^u|ig: 

Pix+qiy+i = o 

genfigt. 2)ie Tangente in biefem fünfte iß aber nai^ S, 87: 
2ap+bq + d 2cq + bp+e ^ dp + cq +2f 
X y 1 

_ 2appi+b(p,q+qtp)+2cqqi+d(p+pt)+e(q+q|) +2f 

PiX + qiy+1 . ' 
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unl> ba Ux 9lettner = o tft , fo muß au^ bet 3Ä|^(er =s o fein ; 

(2ap , +bq ,+d )p+(2cq rf bp ,+e)q+dp ^+eq , + 2f=o. 

S0 ^e^en atfo ade S^aitgeiiteti in ben fhinltett ber Suri^e , wo 
biefe Don ber ©etaben CPi/ qi) geft^nUten t^trb, btttd^ ben bun^ 
bie 9teIattonen (6) beiitntmten ^unft (xi^y,)^ unb mithin ift biefer 
^^unft ber $ot bet Oeraben» 

SSenn mm biefe gormeln auf bie (inx'oc (5) antvenbet, fo er^ 
mt man : 

FV-XaYp,tt+q,g-H)-^a(Pia^+qtg^+l)_> . . 



• ♦ • 



X 



unb tbenn man bie burc^ biebeiben gegenfibetliegenben GFden (a, ß], 
(«'r /tO ge^enbe JÖiaQ^nalt aur ^olate nimmt ; fp t)erf(^n>tnbrt Ut 
xoiUtüxli^t f)arameter X , u^orau^ folgt : baß biefe jDiagonale in 
allen Surt^en be^ gweiten ®tabe^ benfelben $ot ^Oii. — 

SSerlegt man ben Snfang^punf t in ben ^unft iaf, ßO, fo ttW 
cixt ficb bte ©letc^ung (5) auf: 

F - i (pa+qß+l) = o, 
unb bie @erabe (pi, q^) ^at }um ^ole: 

FV-Xtt ^ Fq.~ X/3_ dpj+eqt-f2f-XCp,a4'qig-h2) 

xi yi 1 

^ /?FV, - aV% ^ F^ptCp t «+qig+2)-g(dp,+eq.+2f) 

woran« ftc^ eine wn X unab$|ängige ©leid^ung be« erßen ®xM 
mit Xi unb yi ergibt, fo ba§ man alfo folgenben Se^rfa^ |fat: 

3) ©er Ort ber ^ole berfelben ®eraben in ©ej«« 
auf tjerfd^iebene in baffelbe JBiereÄ befc^riebetit 
(furzen l^eö iti^titta ®rabe« ijl eine @erabe* — 

ii^t man bie ©erabe fi6f in^ U n e n b U (^ e entfernen/ fo 
ber SJol 3RitteIpttnft- golglii^ ifl ber Ort ber mitttl^ 
punfte ber in baffetbe »iered bef^riebenen Sttr^e« 
bc« gleiten ©rabeö eine ©erabe* — 3e.be ber brei®i«' 
pönalen !artn ali tint in bad Sieretf bef^riebene gttipfe betrad^W 
werben, bercn Heine ?lre 3tuH ift, unb mitffin ge^t bie fragli*^^ 
©erabe burcf^ bie fEHitttn ber btei diagonalen , wad tin einfaijri 
SKittcl aur Seflimmung be^ 5Wittrtpttnftc« einer 5 gegebene ®eraW 
berfij^renben ßuroe bed jwciten ©rabe* an bie ^anb gibt» ^^^^ 
»erbinbet man bie SWitten ber diagonalen be« t>on jwei Cow^^«^ 
tionen biefer 5 ©eraben gebilbeten SieredM, fo i^ itx^^^' 



^^-A 
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S^iMpunU ber Ntben fe erl^altenen ©eraben ber gefüllte ^xHtif 
pvmtt f toorattf bte Gun>e felbfi leicht confhrttttt tDetben f amt» ^ 
Sott matt eine f) a r ti b e I cottfivutveit , >ocI4^e 4 gege bette ®erabe 
betä^, fo gibt bte aSerbittbttttgMInie ber Slitten ber 2)ia80italeii 
be^ Siereded bte Stiftung ber Stee unb bie iDeit^e Sott^uctioti i|t 
biefelbe. 

S. 159. 

SBenn ixoti gegettflberltegenbe genietnf(baftlt(l^e Sefantett ixctitx 
C[uTi»en tti 2tt)etten ®vabe^ {t(|» uttenblt(^ nä^erit , ifo ber&ffrett ft(^ 
biefe Surioen in jti^et reellen, ober tmagin&reu fünften, unb bie 
©leit^ung bicfcr (5urt)en tfl: 

F Cx, y) — i (mx +ny + 0^ = o, 
»0 F (x, y) = a eine biefer Surfen, inx-4-iiy+t = o btcSei» 
rfi^ntng^gerabe unb X ein xoiVilxkxliiitx Parameter x% 

3n bem @9fteme ber iCangentialcoorbinaten tt)äre bie ©leid^ung : 

F (p, q) - X Cpa+qß+D* = o, 

Koo a, bie Soorbinaten be^ 2>ur(|^f(^nittöpunfteä ber beiben ge«' 
tnetnfd^aftltc^en Slangenten ftnb« 

SBenn ixoti Surt)en beö jtveiten ©tabed eine boppelte Serüfirung 
]^aben , fo ftnb bie 8erit]^rung^t)unf te reeU , ober tniagin&r cpnj[ugtr}, 
ttttb folglii^ tfl bie Serfiprung^gerabe, fo tote i$ir $oI reell. 



« 

^n^armontf4^< HerM^tt^t^. 

S. 160. 

Sßenn oier in geraber Stnte liegenbe fünfte a, b, c^ d. gegebea 
ftnb , fo wirb bir Quotient aud ben aSerl^&Itnifjpcn ber (Sntfernungen 
gtoeier biefer l^unfte oon ben beiben anbern bad an$»armoitif(^e 
93erHttni§ berfelben genannt / fo bafi ntan bie brei an^armoni« 
f^en SBerJ^dltniffe: 

ac ^ ^_^ ^ ^— ^"^ ♦ j!*. 
ad * bd "" ab * cb "~" ac * de 
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tttf» hit umgetel^rteii betrfelben iüUn f ann , wobei tit in etilem ge« 
toiffen @tnire genommenen i&n^tn a(d ))ofitt\> unb bte in cnt^ 
fiegengefe(^tem Sinne genommenen oU negatit) gubetrad^ten ftiib. 
2)ttr^ irgenb ein« biefer Ser^dftniffe tt>erben ade öbrigen be^ 
fjttamu £)enff bejeii^en p^ q, r bie 9bß&nbe be^ ^nalM a wn 
ben brei anbetn b, c, d nnb x^ y, z bie brei 9Ser^&(tntffe ; fo 
$at man : 

q (r - p) r ( p -^ q ) p (q - r) 

r(q-P)'^ P(r--q)' q (p - r) ' 

tooraud folgt: 

_ t _ 1 _ 1 

2Dte brei SerballnifTe ergeben {t($ alfo nad^ bemfetben ©efe^c 
au^einanber. — 9Benn jtoei @xnpptn wn loiet i^unften gmei gleiche 
an^armonifd^e fBerffdltniffe geben , fo tt^erben bie auf gleiche Wieife 
in biefen SSer^fittmffen ^^orfornmenben Ranfte al^ correfponbi« 
r e n b e betrautet , unb alle übrigen an^armonifc^en 93er^dUmffe 
ftnb beiberfeitig aucb gleic^. 

«• 161. 

Sßenn \)ier burd^ benfelben $unft gej^enbe ©erabe A, B, C, D 

gegeben finb , fo j^eif t bie ®r Jge : 

sin (A, C) ^ sin(B,C) 

sin (A, D) • sin (B,D) 
bad anH^^^^^f^^ ^^^HItni§ berfelben. — 3iept man 
bttrd^ iai Süfd^el biefer ©eraben eine beliebige @efante, xotX^c 
lene in ben t)ier fünften a, b, c, d fd^neibet, fo ifl ba« anf^arm^ 
mfilfe Serfidttnif ber ^\tx ©eraben bem anbarmonifc^en äJer^altniffe 
ber )>ier fünfte glei^^. 2)enn bejeid^net h iai wn bem ^untttO 
auf bie @efante gefdSte ^erpenbifel, fo ^at man : 

oa • oc • sin CA, C) 



ac = 



/ ♦ ♦ • 



f olgti* : 

ac ♦ bd _ oa , ob « oe . od > sin (A, C) > sin (B, D) 

ad • bc ~ oa « od • ob • oc • sin (A, D) • sin (B, C) 

_ sln (A,C) . sin (B, D) 

sin (A, DJ ♦ sin iB, C) 

Mt burd^ baffelbe @tra|^lenbfifd^el gezogenen @efanien geben 
alfo baffelbe an$iarmonif4^e SSer^ditniß. ^ SBenn ein« biefer 93er^ 
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^ttttif e = — 1 i^ , f finb bte beiben anbeni = | unb a 2 unb 
tte btet umicUpxtcn t^mmn auf bie t^or^ergcbenbm gurfttf. 3« 
UrfemgaSe fagt man: bag bie m'et fünfte, ober Mc »irr (Bcroben 
em Ifavmonifc^e« 69ßem bilben (f. 33). 

SBenn auf einer ©eraben 6 paarmeife conjitgirte fünfte «, «'; 
b, b'; c, c' gegeben finb, unb ti ifl: 

pa . pa' = pb . pb' = pc » pc' s k, (1) 

m p ein gewiffer ^unft berfelben ®eraben ig ; f o fagt man : bie 
6 fünfte baben tint 3 n t) o I n t i o n* — SDtit ^filfe ber 4 fünfte 
A/ A%' b, b' fann man aunäibfl p burc^ bte 93ebingung: 

pa . pa' = pb . pb' = k, 
U^immtn; benn wenn bie Sdngcn aa^ ab; ab' befannt ftnb^ fo 
tottb bU Unbefannte burcb eine ®(eid^ung iti erßen ®rabed be« 
jKmmt« SSirb al^bann ber ^unft c toiütüxli^ angenommen^ fp mirb 
*« conjugirte ?Junft c' burd^ bie ^Relation : 

pc • pc' = k 

(ejKmmt. 3(uf beiben @eüen wn p gibt etf in bem fLWM^ ^k 
8»ei 5)unf tc g, h, mli^t ij^re eigenen confugirten ftnb ~ unb v»ti 
beliebige jr on^ugirte yvmtu a, a' finb bie barmonifib cpnjngirten 
^Ott g unb h- 

6e4)d fünfte, mläft einr^^^olution J&ilben^ ^abm bie GF^eu^ 
f(baft ; ba$ bad an|iarmonifd^e SSerp&Itni^ wn ^itx berfelben beü 
t^R^armonifd^en SSerj^ättniffe ber loier conjiugtrten fünfte gleub i^ 
Senn menn a,a', h,b' bie ^itv betrachteten ^unft« ftib^ fn jhib 
a', a, l>', b bie vier conjugirten gjnnftf ^ unb man j^t ofenbar: 

b'a bV ba' > 



ba' • bV b'a * ba • 

92immt man nun bie t>ier 'fünfte a, h\ b, e unb bie vier con« 
Wgirten a% a, b', c', fo geben bie Slelattonen (1) : 

pa pb _ pa — pb _ ba, P5;_pb^_ b'a 

pV pa'/ pb'— pa' bV' pb ~pa' ^ Sä/"' 

f olgIi4> ♦ _ 

ba _ pa^ b'a' 
ba' " k • b'a * 



1 
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ca pa* 
ca'" k 


c'a' 
• ca ' 


• 


muptn: 

ba , ca 
ba' ' ca' 


b'a' 
b'a • 


c'a' 
c'a 



C2) 

Umgef e^rt , n)enn 6 fünfte bte Sigenfiffaft ^abeii, ba§ M m^ 
(atmtontfc^e Set^äftnif wn 4 berfel^en bem an^atmotiifct^en Ser« 
^jHtmfFe ber 4 conjiitgfrten fünfte gteic^ ifi ; fo bitben biefe 6 fmk 
eine 3n\>oIttttOtt»— J)enn ed feien a,a'; b,b'; c^c' fec^^ ?)unf* 
i^eld^e ber ©leid^nng (2) genügen, unb man beflinmie p fo, N' 

pa • pa' = pb • pb' = k, 

ttib c'' fO/ ba#: 

p^c . pc" = k 
iß; fo bilben bte 6 fünfte a,a'; b,b'; c,c'' nad^ bem Mm 
ea^e eine 3nt)oIuHon unb genügen ber ©leii^nng : 
ba . ca b'a' c'V 



ba' * ca' "*" b'a * c"a * 
3(ttd ber 93erg(et($ung wn (2) unb (3) folgt : 
c"a' c'a' c"a' — c'a' c'c" 



(3) 



c"a "^ c'a c"a — c'a ~c'c"' 
unb e« mug foTgli^^ c'c/'= o fein, fo bag bie fünfte c' mi c" 
|ttf<mitnenfaaen. 

aSBenn man irgenb einen auf ern ^nnft mit ben fec^« 3i»0' 
Intion^punlten loerbinbet, fo erhalt man ein3nM(utionAüf(^eIi^0fl 
fe4i« ©eraben , b. l^. ba6 anj^armonifcf^e Set^dltnif i^on oier W 
feOen i{l gleid^ bem anfiarmonifd^en Ser^fittniffe ber tier tmnf* 
tea — unb eine beliebige burc^ ba« Sufc^el gejfenbe Sefante wrt 
in fec|ö fünften gefii^nitten , toeld^e eine Snootution bilben. 

Senn brei, bur^^ biefelben awei fünfte ge^enbe «reife w« 
einer beliebigen @e!ante gefci^nitten werben, fo bitben bie fe^2)ttr((^ 
f^nitt«punfte eine Snoolution, unb ber 2Rittelpttnft ber Snoottttion 
ifl ber S)urd^fc|^nitt«)mnft ber Sefonte mit ber buril^ bie leiben g^ 
meinfd^aftlii^en fünfte ge^enben ®eraben. 

SBSenn oier, paarweife conjiugirte fünfte a, a'j b, b' gegcien 
ftnb, fo lann man bie bo)>))eIten 3n)»o(ution«punfte90tt 
fünf ?Junften , worunter fx^ a, a' ; b, b' befinben , bur(^ folgw»^ 
Sonfiruf tion beflimmen ; @oa bie Sluflofung bei lauter reeUen $»»'' 
ten mogIi(j|^ fein, fo muß entweber bie eine ber ©eraben aa'unbbb' 
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bit ankete eitt^atteii, chn fte niiffen attSev^a» et'nanber Kt^tn. 
1) Seim bb' in aa' tnt^Utn ift , fo Irge man burc^ Me ^unftt 
a^a' einen Jttei^, unb t« fei s ber £)urcl^f(^nttt^pttnft bet Statin 
genten in a unb a^ SMbann gie^e man bie ®eraben sb, sb^ unb 
verbinbe bte Z)uT^fi^nttMyunfte paarweife, fo fc^netben fx^ bie fo 
tt^tenen ®eraben in ben gefüllten boppeUen OnvoIuHon^punfteu 
c, €', toel^e auf ber ©eraben abb'a' tiegen, unb sugleii^ ^armiM 
nift^ cottjugirt ju a,a'; b^b' finb. — 2) SQBenn bb' auferffatt aa' 
t Hegt , fo aie^e man bur(b einen $unft o ber Sirene bie ©eraben 
i oa, oa', ob, ob', unb atibann liegen ob unb ob' refp. in oa unb 
i ber SerI4ngetttng von oa'. 2)urc^f(^neibel man nun biefe t^ter ©e* 
raben mit einer beliebigen @efante, nimmt bann mit ben Jinxtfy* 
fd)mtt^))ttnlten bie t^or^ergef^nbe Sonfiructton t>or unb projicirt bie 
erf^altenen fünfte burcb ®erabe , toelc^e Dom fünfte o au^ge^en, 
auf aa'bb' ; fo er^^äd man bte verlangten fünfte. 



i 



j$aiR00rap^it oUt tfottineationsuermmibtfi^aft 

S. 163. 

aSenn eine ebene gigur 8 gegeben i^ , unb man fe^t f ßr {'eben 
^unlt M Ober (x, y) berfeften einen ^nntt M' ober (x', yO/ web 
d^cr tm^ bie Sormeln : 

ax'+by' + c dx' + ey' + f . 

' ^ax'+0y' + 7'^ ax' + ßy' + r 

i^efKnimt »irb ; fo^ erl^dlt man eine neue gigur S', meldte bie ^ o^ 
ntogra)>|fif^e ober colltneare ber erflen genannt wirb. 
eub^tnixt man bie SESertj^e (i) in bie ©leid^ung ber ^igur S, fo 
erhalt man bie ©leid^ung ber f^omograpl^if^jen gigur S\ — $ier* 
aud folgt : wenn ber $unf t M eine © e r a b e befd^reibt , f o be^ 
fc^reibt ber correfponbirenbe ^unf t M' an^ eine © e r a b e — unb 
allgemein : wenn ber $unft M eine dutve bed mien ®rabe< be« 
fii^refbt , fo befd^rdW ber $unft M' eine Surioe bejfelben ©rabe«. — 
2)eir T^unffen unb ©graben ber §igur S entfpre^en fünfte unb 
®etabe in ber j^omograpj^if^en gigur S'; eiuer Tangente in S ent^ 

^Oinnit, SoerbinatrffflcOiNCtric. ib 
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fpYic^t eine ZwumU in S'; trei in gerater Ctnie {teeen^m ^unf^ 
ten hl S . entf))re(^en brei tu geraber IHnie liegenbe fünfte in S' ; 
brei bur(|^ benfelben $ttnft ge^enben ©eraben in S entfpre^en brei 
bur(( benfelben $unf t ge^enbe ®erabe vx S' ; k* k« 

SBenn man bie gormein (i) für x' unb y' M^iVi , fo erf^olt 
man SBertffe von berfelben gorm ; folglii^ iß au<^ S bie ^omogra^^ 

@ott einer ®eraben immer eine ®erabe entfprec^en/ fo mfife« 
bie ^Relationen (1) notjimenbig bie obige gorm ^aben* 

2)ie fünfte ber ameiten giftur , tt^etcbe ben in u n e n b ( i (^ t r 
Snifernnng liegenben ^Junften ber erflen enifprec^en, liegen aQe w{ 
berfelben ©eraben I^ beren ©leic^ung ift : 

ax^ + ßy* + 7 = o, 
fo bap bie parallelen ©eraben in ber erßen gtgnr entf)>re<^enbeB 
©eraben ber jweiten {t($ in einem fünfte i^on I' fcfinetben. 

993enn man bie gn>eite gigur auf neue Soorbinatenaren besteht, 
fo bej^aUen bie gormeln (1) biefelbe Sorm, u>eU bie urfprängUd^en 
Soorbinaten x', y' betf ^unf ted M lineare Sunftionen ber neuen 
doorbinalen & t) beffelben ^untM ftnb. 3lnn fann man aber bie 
neuen ^xtn fo tofil^Ien; baß fl(^ bie ^xü^t CD vereinfad^en» 9limntt 
man }• 9. bie ben urfprfingltc^en SIren entfprec^enben ©eraben ju 
ben neuen Soorbinatenaxen , fo rebueiren 1i(b bie gormeln (O auf: 

og+ßi^+r'^ a^ + ßri + r ^^ 
4) Ibai an^armonif^e ^tt^&Uni^ tier in gero« 
ber 8tnie liegen ber $unf u iß gleid^ bem ait^ax«^ 
nif^ena3erHI^niff^bert)ier correfponbttenbeu 
|) tt n f t e« 

2)enn nimmt man bie burc^ bie ^itt gegebenen gjunftc gejienbe 
©erabe iur 9re ber x unb bie correfponbirenbe ©erabe gur Src 
ber S , nennt bie «bfciffen ber »ier gegebenen ^Junfte x»^ x,^ Xj, 
X4 ttttb bie ber »ier correfpohbirenben fünfte €1, €«, £5 , ^^ ; fo 
^t man : 
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^. — ^> _ i» ^ ^ . C i-g» 

^l ^4 ^« -" ^4 «1 «4 €» — «4 

au^ bem »orffergel^cnbeit Ga^e folgt : 

1) S>a^ aitHYW^^U<^^ 93erHItntß loon ))ter 
burc^ benfelben f^unfl ge^eitben ©eraben tfl ff{ft(^ 
bem an^armontfc^en SerHItnlffe ber ))ier fntf|)re« 
4^enbeit ®erabeit. 

2) €e{^^ ^nnfttn, rottet eine Involution bil« 
ben, entfprec^en fe(^« fünfte, bie ebenfadi^ eine 
Sn^oltttton bilben, unb einem Süfc^el von fe(^d®e<' 
taben, bie eine Involution bilben, tnt^pxi^t ein 
ISiifc^el von fed^d ®eraben, bie an^ eine 3nvoIU' 
ti Oll btiben. 

S. 164. 

2)ie (Sigenfd^aften ber Figuren laffen ftc^ in bef^reibenbe 
unb ineffenbe (befctiptive unb metrift^e) unterfci^eiben. Sei ben 
erßen betradt^tet man bie X)urd^f(i^nttti$))unfte ber bie ^tgur bilbenben 
@eraben, o^ne beten l'angen in Setraci^t ju jtel^en, n^ogegen eine 
mettifcffe QEigenft^aft eine SBelation jtvifci&en biefen ?dngcn ifl. — 
gerner l^eißt eine CFigenfci^aft proj[cctivif(^/ wenn fteinber^o* 
uioara))]^if^ett gigur pattftnbet. — 25te befcriptiven eigcnfd^aften 
ftnb offenbar |)toj[ectivif(i^ ; aber bie metrifd[)en Stclationen finb e^ 
nii^t immer. — Sa iai anl^armontfc^e SSer^^dltniß in ber pomo^ 
ixapffi^^tn gigur benfelben Sßert^ behalt , fo ftnbet jcbe ®Ieic|fung 
jtvifc^eit einer gerviffen anjajl fold^er Ser^fiUniffe in ber erficn gi* 
gur auc^ in ber jtveiten jiatt , b» |^. biefe ©Icic^ung ifl pro/ectivifdf^. 
©0 3. S. Pnb bie ^axmoni\^t ?Jro))ortion unb bie 3nvotution pxof 
jectivtf(^. 

2>ir ^omograpi^ie ifl ritte fc^r frud^tbare geometrifc^e Sie* 
t^ti benn iß eine )>roj[ectivif^e Sigenfci^afl in einem befonbern 
%aHt ber g^P^ erfannt , f f ann man ffe veraOgemeinern unb ^er^ 
mittelfl ber ad^t in ben gormetuXD vorfommenben tviflffirlid^en 
Sonßanten bie befonbern (Sigentpmtic^feiten ber gigur in i^rer er« 
Pen Sage ganj , ober lum Jt^eil entfernen. Sine befonbere (Surve 

16* 



^ 
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Ui gweiten ®rabed , 3« S* ber ^reid , gibt bttrc^ {)oinosTav^ie 
aOe Surt)en bed gtodten ®rabe^ , uitb eine beim Steife beoMtcfc 
pxtitctM^ifyt (Sigenf^aft ftnbet folglich bei oSen dnvotn Ui {toeiten 
©rabe« fiatt« 

Seif)>iet 1. SBtr tDoDen mi imi fefte parallelen A, B 
unb jwei betvegK^ @efanlen C, D benfen / miU^t )tt einer ge« 
gebenen Stid^lung )>aTa(Ie( {tnb. j£)te @efaiite C fcbneibe bif 
raben A, B in a, b unb bte 6efante D in c, d, unb xoit 
ac, bd jieben^ n^elc^e {t(^ in m fc^neiben; fo errettet unmilteaar: 
baß ber Dtt ber fünfte m eine ©etabe H ifl^ uyeld^e iu A,B^ 
raCel unb gleich weit »on biefen beiben ©etoben entfernt t|L - 
2)ie {)omogra^|^te tran^formirt bie beiben fJaraSelen A, B in jß 
©erabe A', B\ ml^t ftd^ in o' auf ber Site 1' Ui UnenMiilfQ 
fd^neiben; ferner bte beiben betvegtiiben 6efanten C^D in imitf 
tt)egti(tie @efanten C^ D^ »ett^e burc^ ben $unft i' )9on V ffjd^t 
unb enblicb ben Drt H in eine burcb 0' ge^enbe ©erabc H^ - 
SRan erhält alfo ben 6a$ in S. 34 toieber. 

(S^ fei h ber $unf t, wo bie ben)eglii$e @ef ante ben Drt f(^nei' 
bet; fo ifl: , 

hV^ ^ Pa/ _ ha ^ ia^ 
h'b' * i'b' ~^ hb * ib ' 

ber $unrt i liegt in unenblid^er C^^tfernung; arfo ifl 7^=!"'^^ 

ha = — hb ; folglid^ : 

hV ^ iV _ 
h'b' • i'b' ^ 
2)ie, t)ier ©eraben A'^ B', I^ H' bilben alfo ein Jarmonif^e ö Süft^- 

3 e i f ^ i e I 2. Sefanntlic^ ftnb bie 2:angenten in ben (Sni' 
fünften eine^ S>ur($meffer^ be« Greife« parallel. 3n ber ^ 
tnograp^if(ben gigur toixi ber 2)ur4^mef[er eine ben>eglid^e Sefante 
^fo'b', welche burd^ einen fe^en 3Junft o' gebt, unb bie Siangrnie« 
in zf, V fd^neiben ftc^ auf ber Site I' bed Unenblic^en, tvel^e^ ^^ 
Sunbamentaleigenf(^aft ber l^otaren ift« 

Sejeid^net d' ben $unf t , »0 bie @ef ante \^\t polare fd^neiketi 
foifl;. , ^ 

o'b' • d'b' ~" ob * db "" ' 
b.b*]iebebur(bben $olge]^enbe ©erabe n>irbbur4 
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eme Quti^t be« ^wetten &xaht4 unb bie polare ^af# 

Q^ ütM fk^ Ifitt tint erfb Ibitvcnbing ber tn K^ 33 folgg. 
erirtecten ^riiictpirti bar» SEBenii bfe in beit ^ormeltt (1) wtUwß 
vmbvx Cw^te« aO^ terll ftttb, fo mlfptti^ tinmntntn 
funttt ein sedier unb einem tmaguiirtii 9)ttnfte ein imaginifer 
fvmtu Sin teeUer ftret« ixantftxmixt ^ify in tint reelle ffurtüe be^ 
tmiten ®xaUt , tmb ^in tnner^ bed ^Steife« Itegenber ^^unft o, 
}. 8. ber aRitieI)>nn(t, (at einen not^Ybenbig inner^b ber Sur^e 
be« }tveiten ®rabe« (icgettbrn $ttnft o^ anm Mnograpl^iril^n« 
2)enn ba eine telteUge bnrc^ o ge^enbe ®erabe ben itrei^ fi^neibet, 
fo fc^neibet aucl^ eine beliebige bur($ o' ge^enbe ®erabe bie (Surtoe 
be^ {weiten ®rabetf — unb ba ber ftrei^ feinen in unenblic^er ^nU 
fernung liegenben §)ttnft f^at; fo liegt auc^ Im. 9)unft ber Surve 
be^ ametien ®rabed auf ber ®eraben I' ; b» %. biefe ®erabe liegt 
att§er]^a(b ber (Sun>e. 

äBenn man nur r e e 11 e ®r$fen betradl^tet , fo er^&It man bie 
(^genf(|iaften ber polaren nur furben^^aS, loo bie fJoIare aufler^ 
M I b ber (Surve liegt ; allein biefe Sinfc^ränfung iß nic^t not^^^ 
weiibig , unb fogar unnü^ , fo ba§ bie bid^er angewanbte SUet^obe 
)nangel$iaft i|t, unbveraltgemeinert toerben mug. — S)ie 
{um ©runbe gelegte Stgenfc^aft ber Sangenten in ben QFnbpnnften 
bed Sur^meffer« eined ftreife« finbet aOgemein flatt, bie jDnr<bnte(fer 
unb SCangenten m&gen reell ^ ober imaginär fein — unb ebenfo 
Knnen bie in ben Formeln Ci) ))orfommenben Sonfianten reetf, 
ober imagin&r fein, unb man er|^att bo(^ eine (Surve be^ ^jc^tiitn 
®rabed S^ unb eine ®erabe I^ — "^nn fann man aber bie a(|t 
Sonflanten fo annel^men, bag bte Suroe be^ jtoeiten ®rabed einer 
VSebenen Surt)e beffelben ®rabe^ unb bie ®erabe I' einer ®eraben 
fileü^ mirb , nyelt^e \n ber (Sbene ber (Surbe eine beliebige Sage |^at. 
S(ttf biefe 9ßeife erhält ^ man jn^ifc^en ben Sonflanten fteben Steto^ 
turnen / tt>elc^en immer genfigt merben fann , xovX bie (Sonfianten 
ttic^t reetf gu fein brancf^en* 

Xran^fomirt xa^n }• O. ben ^reitf : 

X* + y« - 1 = o 
«ermittef jl ber gormcin : 

^^ :^x' + (yj^--l) ^_ ^=^x^ - ( y/-l) 

^3V- '^" ^3^y' "' 
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fo tx^&U man ben neuen reeOen tttti^: 

x'^ + (y' + 2)» — 6 = o. 
2)et ^unlt o' «ber (o, 1) liegt au^erMI^/ unb feine polare 
y = o ober bie 8(re ber x fc^neibef ben ^reid in umti reeOen ftonften. 
2>ie reelle f>eri|)^te ))on S' entfpri^t imaginären yitnften ton 8. 
2)te beiben reeOen fünfte , tiK>rin S' von I' gefd^nitten toirb^ tnU 
fprec^en gtoei imaginären fünften wn S, xoüäft auf einer unenblii) 
entfernten ©eraben liegen* — ZU reeOen 6efanten , t»tUft irm 
burc^ o' iit^tn tann , entfprec^n gcn^iffeh burd^ o ge^enben üna* 
ginären S>ur(^meffern , unb man fte^i Irieraud : «oe9^a(b e^ nii^ 
loar , attt^or ber urfprfingtic^en <Sigenf(|aft ifire f9mboltf(^e Sebei^ 
tung ]n geben. 

§• 165. 

Coiiju0tttf Gerade. 

!Bon ben t>ier 2)ur(^f(l^nitt^|)unften gioeter j^omot^etift^et (ur« 
ven be^ ixotittn @rabed liegen jnoet in unenblic^er Gntfernunj. 
2)ur4^ {)omogra))^ie werben biefc beiben Sargen in jn^et anbete w* 
wanbelt , »eld^e ftc^ in vier ^J^unften f($neiben , toeil bie frfi(ier in 
unenblid^er (Entfernung liegenben fünfte auf bie ®erabe I' }utfi(f' 
geführt werben. 

SBenn gwei bomotbetifc^e Kurven bed gleiten ©rabetf con« 
eentrif ($ ftnb, fo liegen i^re oier IDurd^ft^nttttfpunfte in uti< 
e n b I i d^ e r (Entfernung, unb jwar auf berfelben ®eraben I' ; b. ^* 
bie beiben (Snrven ^aben nad^ biefer ©eräben tm boppelteSt' 
rül^rung. — 6o geben j..S. jwci concentrifc^e Äreife jwet (Sur* 
ven bed iv^tiitn ©rabetf mit boppelter fBeräj^rung. 

^xt^i man in einem S'reife ixoti aufeinanber fenfre(^e 2)ttri|< 
meffer aob, cod , fo liegt ber ^o( etne^ (eben biefer S)ur(^meff(t 
auf bem anbern in unenblic^er (Entfernung« 2)ttr(^ <^omogra))||i{ 
erhält man eine (Surve be^ ixotxitn @rabeJ unb gwei bur($ bett 
|)unf t o' ge^enbe ©erabe von fotc^er Seft^ajfenj^eit : ba§ ber 9oI 
einer /eben auf ber anbern , unb jwar in bem ffunfte > too fe t)W 
ber gjolare I' bed fünfte« o' gef^nitten loirb , Hegt , au« »eW«» 
©runbe biefe beiben ©eraben eonj[ttgirte©erabe be« ^Junf^ 
M o' Reißen. 

2)er ^untt o' ^at unenblit^ viele faaxt conjugirter ©erabe«/ 
weil man eine nac^ belieben annei^men fann. X>a nun im ilreife 
bie 6e^ne ab eine conftante (länge ^at, fo um^uKt fie einen 
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mctntti^^ StxtU , toi^mb ifß 9oI etneti anbem concenttifi^eit 
kttU befi^reiM. SBHan (at folglich beti «eH^o : 

5) SBenit man bur^ tintn in ber dhtnt ttnct 
Surt>e be^ jwciteti ®xatti toiUtüxli^ gettommenen 
fejteii^ttnftDerfd^iebenef^aare conj[tt0irter®e' 
rab enjieM unb bie fünfte/ »otinjebe^yaavbie 
Sur)>e iü^ntibtt, t^erbinbet; fo untHnen biefe ))iet 
@eM^ti eine sweite Surve betf aioeiUttiSrabctf/ n>d|^^ 
renb i^re |)oIe eine britte (£un>e be< awetten ®v<u 
be^ befdl^reiben— unb augerbem HM^^^ i>^^ neuen 
Surfen mit ber gegebenen eine boppette Setü^rung 
na(!^ b et polare betf feflen ^unttH. 

äBenn ber ^nnft o' ber 3Rittel)>ttn(t ber Snrt^e Ui gtpeiten 
®rabf ^ iß , fe wirb (ebed ^aax con^ugirter ^eraben Hn @ y ft e m 
conjngirter 2>ttrt|^mefrer» «^ieraud folgt: 

2)te @etlen ber i n eine Surbe bed gmeiten ®rabe< beftMebenen 
^arafletogramme nm^Utn eine gn^eite fotc^e (Enx^t, unb bie (fden 
ber u m f^riebenen ^araHelogramme bef(^reiben eine britie Surt)e 
bed imiicn ©rabe^. — 2)a ferner bie |)o(are be^ SDIittelt^unfte^ 
in unenblid^er Entfernung Hegt, fo {tnb bie beiben neuen Surti^en 
}u ber gegebenen |^oniot{!eHf(^ unb eoncentrifc^. 

S« 166. 

Wa^ bem grfi|>ern (§. 162) befümmen brei burd^ jwei gegebene^ 
?)unlte ge^enbe ff reife auf einer beliebigen ©efantc feijö |>unfte/ 
^eld^e eine -3nt>oIution bilben. ®a nun biefe brei Äretfebur^ 
domogra^ß^ie brei Qxix^tn bed gwetten ©rabed geben, toelc^e vier 
aemeinfd^aftlic^e fünfte j^aben ; f o ^at man ben @a^ : 

6) Drei Sur^^en be^ jn^eiten ©rabe^, toeI($et>ier 
gemeinf^aftlid&e fünfte j^aben, beflimmen unfeiner 
i.elicbigen ©efante fedffö ?)u.nfte, wtlifyt eine 3«*^ 
Solution bilbcn — . unb bie ber felben ßurioe ange^> 
H r ig en fünfte finb conjlugirt. 

Qint beliebige ©ef ante fitfneibet eine ffuröe M jweiten ©rabe* 
unb bie ©egenfeiten beö e i n gcfd^riebenen SSierccfc^ in fec^^ 55uttl* 
ten, tpel(|>e eine 3nt)OIutiott bilben, »eil tin ?Jaar geraber . öinien 
atö eine Surt^e be^ imittn ©rabeö angefe^en werben fann. 

^ierau« ergibt fi^ ber ©aß in $• 149» unb anäf ba« SÄittei; 



bte 9ttn(te 2« con^ttircn^ worin änt 6e(aiue eine bxr^ fisif g^ 
getene ^mtu ge^enbe Surve bcd }t9eiteii @rabc0 fd^iietbet. 

«. 167. 

(St fetea a, b, c, d tuet auf einem ßreitfumfange (iegenbe fefle 
fhtnfte unb o tin bewegli^er ^unft auf bemfeI6en ftrei^umfange. 
So ift iai an^armonifcf^e 8et^5(tni§ ber ^ier ®eraben oa, ob, oc, od 
confiant, toeil f!($ bie Sßinfet/ mlc^e bief^ ®eraben unter ftc^ 
Mlben, nl^t 5nbern. 9limmtman auf oa einen nid^t auf ber Jtret^^ 
Knie liegenben ^unft p, fo gibt ba« ©ufc^el pa, pb, pc, pd nU)t 
baffelbe an^armonifc^e fßtxIfaUni^ , wie iai erfle; benn toon ben 
^ier fünften , tDotin bie @ef ante bc jfebetf ber betben !Büf c^el fc^nei:* 
bvt, finb brei gemeinfc^aftlic^ unb einer \)erf($ieben. 3)a ber Srei^ 
buxdf ^omogra)>|^e in eine Sur))e bti }n>eiteft ®rabed tran^formtre 
loirb , fo folgt ^ieraud ber @a9 : 

7)93enn loierf^unfte in einc^r (Sbene gegeben finb, 
fo ifl ber Ort ber^unfte oon fott^eröefd^affen^eit : 
ba§badfBAf(^eI ber t>on jiebem bie fer fünfte na0 
ben )>ier feßen fünften ge|^enben ®eraben ein con^ 
^ante« an^axtaotii^^tt fStt^&l tni^ tax Httet, eine 
burc^ bie toier feften fünfte ge^enbe Suroe bti itotu 
ten @rabe«. 

3n jiebem SSü\ä^tl, totl^ti einen ber feflen fünfte, 3. 9. a, 
gur 6pi^e |^at, fennt man brei ©erabe ab, ac, ad unb bie ^itxic 
terfiffrt bie Cfuroe iti gleiten ®rabe^ in a. — ®ibt man htm oa^ 
l^rmonifi^tt Ser^ättniffe \)erf4^iebene 3Sert|fe , fo er^filt man lauter 
Suroen M smeiten ®rabed , meldte bux^ bie oier gegebenen fünfte 
fte^. 

%ui bem ®efagten ergeben {id^ mehrere bemerfen^toert^e @d$e : 

S) 98enn A, B, C, . • • mehrere «>on bem ^unttt o 
andge^enbe unb A\ B\ C, • « • ebenfot>ie{e «on bem 
l^unfte o' an^ge^enbe ®erabe t)on fo{(|^er Sefc^affen^ 
j^tit finb: baf trgenb oier®evabe be^erßen@9» 
^eme« baffelbe anfiarni^nifd^e fßtx^ältni^ barbieten, 
loiebie ^itx entfprec^enben ®eraben in bem gwet« 
ten e^fleme; fo liegen bie £)urc^f<(nitt<))ttnrte a^ b, 
Cr . * « ber ®eraben A unb A', B unb B\ C unb C^, . «« 



auf fetexfelbeit bat^ o unt o' ge^enbeii Ünt^t br« 
itotittn (^taJbti. 

Sonftxuixt man uämli^ bte burc^ o, o% «^ b, c gc^cilbt ffur^r 
betf |n>eiien &tabti, fo Hegt auc^ bet ^untt d mf berfifbeiu 
Z>eitn t^ fei d beY|)ttiift, timritt D bief^Satvc fc^neibet, fo bitben 
A', B', C, o'd ritt ^atmoiitfi^^ e^fam, welche« gfetd^ A, B, O^D 
i^; folgliclr fäOl o'd mit D' ttnb d mit 8 attfammeti. 

9Bentt man mü »erfc^iebettm fnntttn a, a^ a'^ • . « einer 
9eraben X ixoti aufier^Ib berfelben liegenbe fünfte o, p i^txUnß 
btt ; fo f^aben bie fo erhaltenen beiben @tra^lenb6f(bel bie loor^et« 
gc^enbe Sigenfcb^ft/ nnb annir no<b/ «oenn fci^ ba« etile 9üf^e( 
um Q buri^ itgenb einen 9Binfe( a nnb iai ^wätc um p bnrc^ einen 
beliebigeii SBStnfel ß breitet, fo ba§ bie Jiux^^^nUtüpnnttt bet enN 
fprei^enben ®etaben auf betfelben Snt^e betf {toeiten ®tabe^ Iie<* 
gen. — 2)a nun jete (Setabe bed erflen 9ftf(|^el« mit i^tet ut* 
fptängftd^en Sage ben conflanten 93infel a nnb jebe 0etabe Ui 
imtiten 9&i^H ben conßanten SBinlel ß bilbet; fo ^at man ben 

@a$: 

9) 993enn ficb imei SSinfel t>on eonfiafitet ®r$§e 
um ipxc feften Spieen o, p bre^en unb bet Z>ut(b' 
fc^nitt^punftitoeietibrer Scbenlelauf einer ®e« 
raben X fotttädt^ fo befcbreibt bet jDntc^fd^nitt«^ 
puntt betbeiben anbetn 6^enfel tint hux^ o nnb 
p gei^enbe Sut)>e bed iwtitcn ®t<ibeä. 

Q^ feien o,^ o^, o^^ « . . on , n fcße fünfte, X|, X^, X^, * • • 
Xa^i ^ "~i f^P^ ®erabe^ unb A, , A,, Aj, • • • An , u bewege 
U(^e <Serabe, toeI(t>e ftcb um bie feflen fünfte Oj , o^f o^, • • . oa 
bre^en / f^ ^ Wc n— 1 8BinfeIfpi$en (A^, A^) , (A^, A,), • • • 
(An-^i , An ) «ttf Xj, X,, . • . Xb— I fotttfiden; man fott ben 
90tt beut freien e^tütl (An , A) befi^riebenen Ort ftnben/ 

fßtnti man bad Softem bet bemeglicben ®eraben in me^tetn 
Üogen betrachtet, fo ftnb bie fti^ aufX^ fc^neibenbenlBfifd^eroi^o, 
^atmonif^ äquivalent. Q^benfo finb bie 9äfcbel o^, o^ ; o^, 04 ; . . • 
on— t , oo f tt«^ folglich bie ©üfcbel 0,, on l^armomfd^ dquioalent, 
unb bie 2>ttr^f^nitt^bttnfte biefet beiben legten Säfc^el liegen auf 
einer buri^ o^ unb oa ge^enben Surve Ui i'mittn ®tabe^. — 
Vtan |^<tl a(fo ben @a$: 

10) SBBenn fid^ bie 11 ecittn eine^ SBielede« um 
n fe.fr« 9>ttnft>e bre^ien^ »SJtenb n-1 aSBinfelfpiften 
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^te^en; fo um^ilft frie nie eetie bt^Sieletftd elfte 
ftatDt brd Sioeiten ®rabe«, n^el<^e mit ber et^tn 

a» fei abc (Sig. 182) em in eine Curtoe M v»tUtn 9tabt^ 
b^ü^ittmti Ibuitd , beffot itoti @ctteii ab, ac xe^p. auf awet 
Cttn^tn P, N fortrollen/ fo nm^fU Me britte Seile Hnc gettrifTe 
Snr^e M. Setxaä^^ mm }t«)ei Sogen abc, a'b'c' be« JDreiedk^, 
ffit toeI(|e bie Seru^ntngtfpmifle refp« n/O^p uttb m% n^ p' ftnb; 
fo liegen bie 2)nnbf(|ttitM)»ttnfte p./ n^, m'^ ber ©egenfeiten M 
etngefc^riebenen €e^dede^ acb'aVb in berfelben ©etobeiu 
Kapert ft(( nan bie 8age a'b^e' ber &ige abc , fo n£^em ft$ bie 
fünfte m|, n^, p| ben 9erfi^mng4)>nn!ten m, n,p unbber^ttnft 
m^t ndffert füfy bem ^'unfie m^ , web^er in 99ejug auf b unb c 
ber ^onnottififf con/ugirte )^on sii iß, unb ba p, n, m^ in geraber 
Sinie Hegen; fo folgt: ba§ ft(^ bie brei ®eraben am, bn, ep in 
bemfelien ij^nnfte fd^neiben ($. 37). Ston |^at atfo folgenben 
8e^rfa(: 

15) äSenn bie (Seiten eine^ in tint Snrt>e bti 
anleiten ®xaiti befd^riebenen Z>xtitdti auf brei 
ffnr«>en fortrollen, unb in jeber Sage bti bettegli« 
4^en 2) r ei eded bie 8B in fe(fH$cn beffelb en mit ben 
Seru]^rnng«))unlten ber ®e genfeiten t)etbttnben 
werben, f o erf^ilt man brei ®erabe, meiere bnri^ ben^ 
feiben ^untt ge^em 

Ttan tann für eine ber (Eurt^en N, P, ober für beibe, feflt 
9anTte fe^, nnb ^emttttelß ber Sej^rfa^e 12 , 13 unb 14 letibt 
ben Serä;n:ttng^)mnf t ffir jebe Sage ber ben^gti<|en ®tiu befKimnen. 

f. 170* 

SBir lOoSen brei Greife betraibten , loeld^e eine reeffe ^ ober 
imaginäre gemeinf^af tliiffe Sefante $aben , unb toooon in ben einen 
ein 2>reied abc befc^riebea ift , beffen jtoei Seiten ab, ac asf ben 
beiben anbern Greifen fortroSen« (S^ feien p, n, m bie JBerä^« 
rung^)>tt»f te auf ben Greifen unb auf ber 9on ber britten Seile be^ 
Sreteded um^fiOien €un)e* ^a bie brei ®eraben am, bn, cp bnri^ 
beafelben ^unf t g^en unb ber ^nnft m% n>el(|rer in Sütiitffung auf 
b nnb c ber ^ormonifi^ conjittgirte oon m i^ unb mit n% pf in 
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flm^er Shiie Ut^i ; fb (irseti ik IRf tten 9tii iM^ nn^ pp' ««| 
nt getot^er 8tme (f « 3S). 2Me Stitte n'^ Mii nn' wirb obn k» 
^'mmt btttc^ Mc »eb toflnng; 

unb f oIaIi(( {^ biefe Slilie ber f^unf t , wo bie gemeinfid^aftKc^e 
Gefönte D bte &tiu sc trip* 

2>a ferner bie bur<( bie ÜRitten ge^enbe ®erabe gwei fünfte 
auf ber gemeinr<^afllt($en 6efante D (»at , f o f&Ot fte mit biefer 
iufammtn, iinb man $at: 

X)en!ett wir un^ nun bur^ bie gentetttf^aftn((ett f^unfte ber 

beiben erfien ftretfe unb burd^ ben ^unft m einen britten ftreid ge# 

legt^ fo berfi^rt berrelle bie ®erabe m'm im fünfte m, unb folg^ 

U^ au4> bie Uni^uKttng«cttrt>e, web^e alft eine 9tt[fyt bun^ biefelben 

täbttt fünfte gej^enber ftreife berfifiren mnß, wai nur mi^Blii^ i^, 

wenn ftib bicf e Greife auf tintn einzigen rebueiien , welker a(^bm9 

bie Umi^uauita^cur^e ifl« — 2)ie freie Btitt he bti bejtt>cj# 

li^en jQxtitdti umfuülli alfa einen Jtrei«, welcher 

mit atttn fibrigen ftreifen biefelbe gemeinfc^aftlic^e 

@efante f^ol* 

2>iefcr €a$ erfhretft ft(^ offenbar au(( auf ben %aU, wo an bie 
@telle beö 2)reteäe4 ein beliebige« SBieled tritt ^ baffen leiten, eine 
m^Qcnommtn , auf ftreifen fortrollen^ bie unter ftd^ unb mit bem 
Greife , in wel^^en HS SSteted befd^rieben ifi , eine gemeinfc^aftlic^e 
@eTante paben. Uebrigend I^nnen aud^ mehrere Btittn Ui ^itU 
tdti auf btwfdbtn Itreife fbrtrolen* 

93cnn meiere Qfuroen be4 gweiten @rabed biefelben gemein« 
f^aflltcl^en €e!anten fiaben, unb man tron^formirt fte bnn$ $iM 
mogra^^ie/ fo baf tlnt ber gemeinfd^aftlr^en 6efanten fn eine mt^ 
enbli^e «Entfernung gerüdt wirb; fo erhält man ^omotpetif^e dnu 
vctt, VLttb wenn eine berfelben ein RxtU i^; fo fmb bie fibrigen 
aud^ Atetfe» SDtan ffat alfo ben 6a0: 

16) 9Benn ein SBielecf in eine Sur^e be« Sweii* 
ten ®Y<t^^^ befc^rieben iß, unb ade Seiten bef» 
Stt^tn, eine aufgenommen, rollen Auf an bem (lur^ 
9en be« {Weiten ®rabeä fort/ welche unter fid^ unb 
xsLi* bererflen biefelben gemetnf(baft(t(b^n6e^ 
tatittn baben; fo umfüllt bie freie @ette eben^ 
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Hin etat Cor»« tetf jweHen ®x«iiti, wtl^t buvi^ 
bie »Uc gcnitrittfi^af lltifieii $ttnftc ^tv übxi^tn 



f. 171. 

»ft po^en !ttöj>et Die in t>en gomcfn (1) Wtfommcnba» a($t 
(Son^anten gan} witUMidf ficlaffrn ; a^er wenn man ^ewiffe SSe* 
aft^unften jwtfi^cn ijnen Ottf^ettt, ober tj>re an|a^I »etfreintrt, fo 
ttith bie Slrt hex Somuttetänbevung parttcntanftrt. @o ift g. 9. 
bte Sfe^ttlii^reit nic^t« ali eine befonbcte Sfrt bec Tomographie. 

®eiett «vir ben Formeln (1) bie gotm : 

fb ip ber IJunft o ober (xo, y«) fein eigener corrcfponbirenber 
^mlt, unb jeber $unfi ber aeroben A ober: 

ip ebenfott« fein correfponbirenber fe»|l. 2>ie ben gomeln C3) cK« 
fpre(|ettbe befonberc Srt «on Tomographie toirb^omoiogit 
genonni; bie ®erabe A i{i bie Hre ber |>om4>(ogte unb ber 
$ttntt o ber aSittelpunlt ber -Homologie. 
fha ber Stelation: 

y-y» _ y'-yo 

x^Xo X'— Xa 

erpeOet: baß |»ei (omologif(^e ^Junfte ouf bemfelbm »o« 
SKittetpunfte OttÄgeJenben dtahiai liegen. — Swii ^omologifi^e ®e» 

robe f^neiben |t^ in einem auf bei »re tiegenben JJunhe j)te 

bem Unenblii^en entfpre^enbe Oerabe I' i^ ju ber Jtre paraller «nb 

We Wnge ■ - babon eatferaf. 

V a« 4- ßa 
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SBemt d, if bie Ranfte fiafe , w» b« 8l«biii< om' tt\p. ik 
Ire anb bie (Scrabc 1' trtfft; f» iji} 

i'd a'd Id ad ao 
Vo * a'o ~ lo * mo md' 

lootau« folgt: * 

ao^_Fd 2£. _ t Ü^ 

a'o""i'o • m'd ~ m'd* 
18} 2>a4 ^tx^&ltni^ htx Stitferittttifien aweier 
^cütDloftif^et 9utiru 90111 !DIttteIt)ttiifte i^ a(fo 
»ent Serf^&ttniffe ber Hbfläiibe biefet f)tt«fte 9oii 
ber Site pro)>oi:HonaL 

iV oa^ _ ia ^ oa _ od 

i'd • od "" id * od ~ oa' 

nnb wenn man aui bem fünfte a^ etn ^etpenbifet p' anf I' fdUt; 

fo i<l: 

a'o' 

— 7- = m • oa* 

193 2>.]&. ta« 93erHHnt§ ber (Etttfernutrgetf tiiie« 
9)ttnClr^ ber iti^tittn dxQux toom ÜKittetpuitfte utib 
t>on ber ©eraben 1' ift bem äbflanbe bed corref))oii« 
btrenbeit $unfue ber erfteit gtflur ^ont WiitttU 
punttc pxopoxtionaU 

$. 172. 

€cnpm(üm nntx t^om9i0§t(ä^tn ilgttr. 

SEBenn ei» @9flem t^on fünften a, b, c, . . . . gegei&en tß unb 
o }ttm SDüttei^ttitfte ber Homologie genommen tvtrb, fo toirb iai 
JomotOfltW^ ©Vflem auf folgenbe SBeife conpruirt : Bvina^^ fann 
man auf oa, ob, oe brei beliel^tge fünfte a^ b^ & aU pomolo^ 
0tfc^e t>on a, b, e annei^men, fo befKmmen bte SJurc^fd^nttte ber 
pomoUt^ii^^^ ®eraben ab unb a^b^ fo tote ac unb a^c' jtoei 
^mifte ber Kte A. 3ji bie 3(re befannt, *fo conflruirt man bie 
bomologif^^n ^vSte nn d, e, • . « 2)ie ©erabe da trip bte 
3(xe in ce; ber Z)ttrd^f<|>nitt t>on aa' nnb od gibt ben l^omologtfd^en 
^tttift d' »on d ; n. f: f* 

SBettn ftatt be« WlimlpmfM bte 3(re gegeben i^, fo nimmt 
man ^^ beliebig in ber QFbene an , alöbann trifft arb bte Sljre in a, 
unb wenn man b' beliebig auf aa' annimmt; fo wirb ber WlitUU 
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bte »iec gctttittttfi^af tli^eii ^unftt fterfil>rtd.en 
gcM* 



$. 171. 

SBfc paJen Ui^tt kie in t>en gorweTn (1) Mrtomjnenben a(^t 
Conpaitten goitj »flifürttjj fltlaffen; otet wenn man getotffe Se« 
8<e^ttng«i a»iWe« «'^««t «ufPeUt, «ber tj>tc anaajfl »erOetnert, fo 
Wirb We Wct Ut domm&nttxunQ })atttcttt«ifTrt. So t^ j. ©. 
lie ae^üli^fett ni^ti aW eine befonbere «rt btr ^onwgrop^ie. 

OJeben wir ben germrtn Cl) bie gotm : 



X' — X'o 



fo tfl bcr ?Junft o ober (Xo» y») fein etflenec cwrefponbtrenber 
^ttuft, ttnb lieber IJunft ber ©etoben A obet: 

ijl ebenfatt« fein comf^jonbitenb« felbfl. ©ie ben gwmeln (3) ert« 
fl)W(Jenbc befpnbete art »on |>omoara)>J{e wirb .?)omoloaie 
genannt j bie ®erabe A tjl bie Hrc bet ^om^Jogie unb be« 

$unft o ber 9)IitteI))UttIt bec Homologie. 
Su^ ber 9IeIatton: 

y-yo -_ y'-y» / , 

X*-Xo X'— x, 

errettet: bog 3»e{ pomorogift^c ^Junfte auf bemfelb« 00m 
SWittcrpunfte auögej^enben 9?obttt« liegen. — 3wei ^owologifd^c @e* 

rabe fd^neiben (tc^ in einem ouf bei- »xe iiegenben SJunIte Ziit 

im Unenbtifl^en entfpred^enbe ©erabe I' ip ^u ber Sure ^jaralTd unb 

«m bie CÄnge -~-__^ davon entfernf. 
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%xt nnV tit ®erabc T trifft; fo ift; 

i'o * a'o ~* lo * ao "^ ad' 

worauf folfit: ' 

ao^ _ Fd Äd _ . ad_ 

a'o""i'o • a'd ~ a'd* 

18) 2>a4 äJerffdlrttig ber (Entferittttifien at^eier 
j^ojnotoftifi^er 9utiru ^cm !DIttteIt)ttiif te t^ a(f0 
beut Serf^filtttiffe ber Hbfläiibe biefer f^uitfte 9on 
ber Site pro)>orHonaL 

S^rner i^: 

iV ^ £*!—!* . £5;^_ od 
i'd *• od "" id * od ~ oa' 

mb wenn man au^ bem fünfte a' tin^cvpcaiihl p' anf I' fdOt; 

fo «l: 

a'o' 

. = nd • oa» 

193 2>*^* ba« f8tx^&Uni§ ber (Entfern titriert. eine« 
^unClr^ ber it^tittn^iQux t^om SSittelpunfte unb 
t>on htv ©eraben 1' ift bem äbßanbe bed corref))on< 
btrenben f)unfu^ ber erftes giflur ^om 9titttU 
ptttif te ptopQxtionaU 

$. 172. 

Sßenn ein @9flem bon fünften a, b, c, .... gegei&en iß unb 
o }uw SDK^t^^unfte ber Homologie genommen tvirb^ fo xoixb ias 
Jomologtfci&e ©pfiem auf folgenbe SBeife conpruirt : 3und(^fi f ann 
man auf oa, ob, oe brei beliebige fünfte a', h% c' aU pomolo^ 
flif^e von a, b, c annehmen, fo befHmmen bie SJurc^fd^nitte ber 
pomotcteiS^^ti ®etaben ab unb a'b^ fo n>ie ac unb a^c' )n)ei 
^unttt ber ^e A. 3ji bie 3(re befannt, fo conflruirt man bie 
]^oinologif($en^ ^toitfte «)«n d, e, . . . 2)ie ©erabe da trifft bie 
Slre in «; ber Surd^f<|^nttt t>on oa' nnb od gibt ben ]^omoIogif(|en 
5Jtttt» d' »on d } n. f: f. 

aOBenn ftatt be« aXittelpunfte^ bie ^xc gegeben i^, fo nimmt 
man a' beliebig in ber (Ebene an , al^bann trifft arb bie Slre in a, 
unb wenn man b' beliebig auf aa' annimmt; fo wirb ber TiitttU 
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ptmtt o btti:^ tien Xntifi^niit wn M*nnthV ttftivlmu ^ Olan 
fann alfo a^ b' iot([furIt4^ in tev Sbene anne^en, tootavf man 
& hclitbxQ auf ae annimmt # fo bag man im ©an^en 5 wtttffirlic^e 
® tJ^en |[»at ^ unb in ter 2^at ent^aUen tit gormeln (33 f fi n f 
wiOfüYlic^e C^onfianten. 

19) äBenn iwti Jixtitdt in ber Sbeae eine fol^e 
Sage HI^(n# baf fid^ bie btei SScYbinbung^Iinieii je 
It^tier corref^cnbirenber (Sden in bemfelbf n ^nnltt 
fi^neiben; fo liegen bie brei 2>ur$fc^nitiapanf te 
Don j[e|tDeic0rref)>onbirenben @etten in geraber 
8inie* 

2)enn jwei fol^^e 2)reie(Ie ftnb j^omologifd^, unb ber umgefcj^rtt 
6a9 ftnbet ebenfaOd fiatt* 

«. 173. 

2)a bie Sormeln (3) f & n f n>iarurli(^e Parameter enthalten, 
fo gibt eine fpecielle duvot Ui gleiten ©rabed bnrc^ ^omo^ 
logie alte Sutoen bea gn^eiten ©rabed ; b. $. {toei beliebige , in 
berftlben &mt liegenbe ^m^tn bti gwtiUn @xaM ftnb ^omo^ 
logtfff^ , ttttb toix woUtn biefen @egenfianb nnn ndl^er unterfnc^en* 

9Sknn man aui bem 9}Nttelpmtfle ber |)0molegie an bie (Envot 
S bed gleiten ©rabe^ eine reelle, ober imaginäre Slangente iie^t, 
fo berfil^rt fte aud^ bie ^omologifc^e C[urt)e S' in bem {fomologifc^en 
fünfte. Ser ÜRittelpunft ber Homologie fann alfo fein anberer 
fein, aU ber 2)ur<bf<^itt<t>mft gtoeier gemeinfd^aftlic^et Stangenv 
ten. — 2)ie ©leic^ung ber a^ei ®erabe ber^jirenben (Eiumh bc< 
3koeitfftt ©rabe« ^ wenn ber 2>ttr<j^f4ttittöyttnft ber Oetabcft. aM Xm 
fang^tmnft bient, ift: 

ax* + bxy +cy* — X (px +qy+ 1)* = o , 
too ax*+bxy+cy*ÄO bie beiben Tangenten/ iHib px+qy+ls=so 
bie fJoIare be« Slnfang^pmtfte« ammäu — 3n biefer ^let^Mg 
finb a, b, c Sonßanten unb X, p, q toiaffirüc^ Parameter. — 
2)ie ©leid^ungen ber beiben Sttr))en 8. unb S' futb firifgK^ : 
ax« + bxy + cy« — X ipx + qy + 1)« = o, (4) 
ax'«+ bx'y'+ cy'» - X'(p'x'+ q'y'+ ip « a. (5) 

iSe^t man für x unb y bie SiutfbriUCe : 

x' v' 

X = unb V s= ^ 

ax' + ßy' + f ^ ox«4.^y«4.y 
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m Wf fo imtl fi<( , t»eiin btr anfang<))ttiift toixtti^ Ux WtttU 
(anft ber {)oinolPgie iß, bie ©(cic^ung (5) miin 

bentifkircit laffeti/ fo bag man fe^en faiui: 

S< t^ alfo jiebnr ber 6 (Säfwxttt Ui um |wet Kurven Ui jwei^ 
ten ®rabed tefi^riebenen Siereded ein SRittelpunfi ber {)onto(ogte 
berfelben , «ab bemfelben 9Sitte(punhe entfprecl^en jwei S(ren : 

px + qy-vi — r(p'x + q'y+ D = <>• 

!E3enn febe ber ©(ef^mngen (4) unb (5) mit (6) «erbunben 
n>irb , fo et^ft man baffelbe 9{efultat ; folglich tfi bte 9re ber £)o« 
merogte eine gemeinf<i^afUi4^e 6e^ne bfibctk(Sttrt)en , unb gcj^t burc^ 
ben Siuri^f^nüt^pvintt ber ^'olaren bti ^JflititlpuntM j[eber biefer 
6urt>en. 

S3etra4ten tt)it ba^ t)on ben 2)iagona(en be« um }wei Sunden 
W jweiten ®rabe« befcbriebenen JBierede^ gebilbctc J)teiecf (§. 150 j, 
fo gf^en bur^i eine Sde a beffelben 2n>ei gemeinfc^aftlid^e €>ttan* 
tcn; auf ber gegenfiberliegenben BtiU A liegen gn^ei gegenüber^ 
Itegenbe (Sätn o^o, hti u m fd^riebencn Stereded; bie polaren )oon o 
in beibeti 6ur))en gelten burc^ ben gemeinf^aftlit^en $oI a loon A ; 
fofglic^f ftnb bie Suren bdr Homologie be^ WtHlpixntM o bie burcb 
a gef^enben beiben gemeinfc^aftlicben €ef an ten, unb bem gegenfiber« 
fiegenbctt SÄittelpunftc o^ entfpr ed^en biefelben ?lren. 

$• 174- 

HomoiüBu imncr xttHtt Curuen ttm yrnntm C^rofte«. 

©Ott r r e e n fein , fo ijl erforberli* / ober au^ binreic^enb, 
ba§ X iin^ X' g I e i d^ e 3ri*en |faben, xca^ immer flottjtnbet, »enn 
bte bcibcti gemeinf^afüii^en Sangenien imaginär conjugirt ftnb. — 
3)tnn in biefem gatte fann 

ax* 4- bxy + cy* 
al^ bie @umme zweier Ouabrate angefel^en merben , toelcfre |« 9. 
ba^ Seilten + idUn, unb aUbann (aben X, X' beibe ba^ Btii^tn — ^ 
toeil f onft bie d^urt^en imaginär u>ären. 

aSSenn bie beibep gemeinfd^aftlic^en Tangenten r e e 1 1 ftnb unb 
}tt ben <£9^rbtftalenaxen genommen toerben , fo ifl a == o / c ^ o, 

^AKUft ' 9po.rbiitatCR«roiiirtrtr. fj 
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xxni wenn 4-neaaiio t{); fo ^aitnx,y fiel« baffelbr Bcic^^n, 
o 

fo ba$ bie (Suri^e 8 ganj in bent SEBtntel ber fixen unb in bem 

e^eitelwinfel beffeften liegt. — Die ©ebingung bcr dltalit&t be» 

fie^t alfo barin: ba§ bie bciben Satten in btmfelben Binfel unb 

in bem ©c^eitelwinfel beffelben liegen. 

SättxQ^M man bie ©ac^e an« einem anbern ®e{l(^t6)>ttnrte, 
fo ifl 7 reell, wenn bie burd^ bie (SMcf^ung (6) aiMgebrüiften 
beiben gemeinfc^aftlicben @ef anten reell ftnb. — SBenn alfo bie 
4 gemetnfc^aftlid^en 2:angenUn imaginär finb, ober hM 2 bavot; 
fo gibt e« 2 reelle ^itulpnnUt unb 2 reeKe Xren ber ^miw^ 
logie. — 2)ie SJttttelpunflc ftnb im erflen SaQe bre jDurdl^fd^nin^ 
punfte ber conjiugirten 2:angentenpaare , unb tm jweiten ^aüt bei 
jDurd^fc^nitt^punft ber beiben conjiugirten imaginären Xangrnten, 
unb folglich auc^ ber S)ur(^f^nitt«punh ber beiben reeOen Zan* 
gcnlen. 

3Benn bie 4 gemeinfd^afttic^en Stangenten reell ftnb , fo fin< 
bet eine 3weibeutigfett ßatt, unb man mug bie gemeinfcl^afilic^n 
@efanten unterfucben. — Gntweber ftnb blo^.jwei gemeinfc^aftli«^ 
Sefanten reell, in weld^em ^aKe ed nur ein $aar reeller ÜRitteU 
punfte unb Slren ber J^omologie gibt, ober bie Q gemeinf^^aftlicben 
@efanten ftnb reell, unb in biefem ^alle gibt ti 3 $aare tceOer 
SJJittelpunfte unb Sren ber J^omologie. 

3n gig. 185 ftnb*swei Suroen be« jweiteu ®rabed bärgest, 
weli^e f[(^ in gwei reellen fünften c, d fcbneiben ; eine etfie ge* 
metnf<!^aftli(^e @efante ifi cd, unb e« gibt noc^ eine ixocitt r bcnfaW 
reeUe gemeinfd^aftltc^e @ef ante , nämlic^ bie , »eld^e bie beiben an^ 
bem conjugirten imagindren 2)ur(bfti&n{tt«pun{te »erbinbet. Snd^ 
gibt ti ixoti reelle gemetnfc^aftlid^e Sangenten , welche ft(^ in o 
fcl^neiben , unb gvoei imaginäre conjugtrte STangenten , weldt^e fti^ in 
dntm unbefannten reeOen fünfte 0| fcbneiben, unt ti fommt bar« 
auf an , ben gweiten aJZtttelpunf t unb bie ixociu 9re ber {)oinologte 
3u ftnben« Sie polaren bed fünfte« o in beiben @ur)>en fcbneiben 
ft(^ in a auf ber @efante cd,* unb wenn man au@ o einen beliebt^ 
gen Rdbiud om ^it^t; fo Idft ftcb bie Homologie auf ^wei SBeifen 
f^erfteHen , n&m(t(^ 1) wenn man bie fünfte m unb m^ fo v^it n 
unb ii' in l^omologifd^en nimmt*; alöbantt fcbneiben ft(b bie ^an-- 
gfnten in biefen fünften paarweife auf bet erflen 3lre cd. — 
2) SSScnn man m unb n\ fo wie ii unb m' gu ben |^omolcgif4^fn 
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IHtnf if n tttmnit , too fi^f aUtoin bit Zan^nitn in t unb u ^^ntu 
hm,, vmt iit &ttQbt tau ift Ut imitt itxt btt ^omoltgie. — S011« 
ftxuixt man ixt gemcinf^^aftlii^e polare oo« \^$n n in Reiben Sttttftesi 
unb 2^>{^t toott einem fünfte t ber einen Xare bte Tangenten tm,, 
im', (0 (efUmmt ber 9{abtud niim' ben |n)etten aRitteI))ttnft 0,, 
weil lOji unb m' |u>nioIoaif(t)e ^untu ftnb. — Sluf biefeSBeife iat 
man fon>oi^I ben ä^urc^fc^nitMpunfl o. bet Niben imaginären ge« 
meinf^oftltc^en S^angenten ber beiben Surfen , a(d bie @erabe at 
erhalten, melcbe bie beiben gemeinfc|^aftlic^en imaginären Ranfte 
»erbtnbel. 

äSenn bie btibttt Qurt^en aufer einanber (tegen (gig. 184), 
fo gibt ed nur bie beiben. SRiUelpunfte o,ot ber {)omoIogie, unb 
bie Reiben Sren ober bte beiben reeKen gemeinfc^aftlicben @efanten 
(äffen fi^ lei^t cpnfhrttiren. 

S. 175. 

Cnroea Ut s^^^tiim C^raBef , mti^t fid^ httuttstUt oUt etnnt 0rmeinf4^aftlti|eii 

S>ie ®Iei(^nng ber Sunden tei gweiten ®rabe^, mlöfc einen 
gemeinf^^afilicben Srennpunft {faben , totX^tx ali Snfang^punft ge^ 
nommen mirb, ifl t)on ber ^orm: 

X« + y» — (mx + ny + t)a = o , 

unb bie @ub^itution ber SBert^e; 

_ x^ _ y^ 

ax' + 0y ' + y ' ^ ~ ax- + ^y ' + 7 

gibt eine (Slei^ung t)on berfelben ($orm. SSRan \at olfo ben l'e^rfo^ : 
;20)d^ei Sunoen be^ iwtitcn ©rabfd^ tveld^e 
einen gemeinfd^aftli^en Srenn^untt l^aben, gejiat'' 
ten biefen ®rennpun{t al^ a){iitet)>unM ber ^o« 
niDlogie. 

S)ie d^nr^oen be^ ixotittn ©rabe^, n)eI4^ biefelbe ©erabe in 
bemfelben fünfte ber&^ren ^ werben bur$ eine @Ieid^ung wn ber 
gorm audgebr&dt : 

X« + y (mx + ny + t) = o , 
ivenn ber 9erttf^rttngd)>ttnft pm anfange unb bie Zangente iwc 
SIre t» X genommen n>irb, — 2)ie Sttbßitution ber obigen äSertpe 
für X unb y ^fci^^ eine ©tei^ung t^on berfelben ^orm, unb man 
iat foig^ ben 6a« : 

17* 
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21) 3»e< etnanbe? ierü^renbe (Surt^en be« i^tu 

te(t)untteber^oiiioIosie. 

SJtefe Stgenf^aften fül^reti ju einer grofen Slttjal^I tpon @a$eii» 
— SQBenn man au^ htm JBrennpunf te o aWaWittelputtft einen Ärei« 
befd^retbt, «nb au« bemfelben fünfte gwei bewegli^e ^aXhmtfftt 
oaa^obb^ gte^t/ n>e((i^e einen conflanten Sßinfel mit eiitanber 
bilben ; fo umput bie @e$ne ab bed Steifet locn conßanter 
CÄnge einen concentrift^en Jtreiö; bie f^omologif^e ©el^ne a'b' ber 
Sur^oe bed jn^eiten ©rabea uml^ädt folglid^ eine Sur^e bed 3tt>eifar 
®rabe*, welche o gura SSrennpunIte iinb mit ber erflen Surt>e eine 
bo>5peIte Serfl^rung pot, jOer^ol wn ab befc^reibt finen conceii' 
trifi^en fireiö unb ber »on a'b' eine concentrifc^e 6un)e be« imU 
ten Orabe«. — 9Han ffai alfo ben ?eHö$ * 

22) Die ©eMen einer Sur))e beö jweit en ® r a* 
be^, xotl^c t)om Brennpunkte aud unter einem con^ 
flanten Sßtnfel erfc^einen, um^IIen eine anbere 
Cur»e be« i^iotittn ®rabeö, unb ber ?Jol biefer 
Sejne befc^reibt eine britte fol(^e (£urt>e, 3)ie brei 
Surfen baben ferner einen gemeinf cbaf tlic^en 
Srennpunf t unb eine boppelte Serfi^rung nac^ ber^ 
felben ©eraben. 

Sef4)reibt man einen £rei^, xoti^tx eine Gurt^e be^ gn^ten 
Orabet in o berührt, unb giejit auö o, gwei beweglit^c SRabien, 
n)el$e einen eonftanten SBinfel mit einanber bilben; fo finbfff 
Möf biefelben Folgerungen ftatt, fo ba§ man ben @a^ ^t : 

23) Sie t)on einem ^Junfte einer Curoe be« gwei* 
ttn ®rabe^ au^ unter einem conftanten SSSinfel er^ 
fibeinenbett ©e^en berfelben umHUen eine anbere 
Curt)e be« gweiten ©rabeö, unb ber 3Jot biefer ®e^ 
neu befci^reibt eint britte Surt>e beffelben ©rabe^. 
e.nblid^ b<tben biefe brei ßuroen au^ eine bo^>^ rite 
imagindre©crfi^rung. 

Sit^t man an ben Ärei^ jwei feftc unb eine bewrglicbe JCan* 
gente, welche bie erflen in a,b fcbneibet, fo j^at man in ber Surue 
bed gweiten ©rabeö ebenfattö. g»ei fefte unb eine bewegHcbe STan* 
gente, tt)elt^ bie beiben erfien in ben ?5unf ten a% b' fc^neibet, bie 
bte f>omologif(ben oon a,b ftnb. — 2)cv SaSinfcI aob, unter n^elc^em 
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bo^ <3täd ab ber bmegfu^rtt Srangente i^om ^iHtlpunttt ant tt» 
\öf(int , tfl aber c o n ^ a n t , unb mttl^iii ^at man ben €0$ : 

2A)7>tx fBtnfel, unter »eli^ent ber iwtf<^en 
}n)ei fefien 2:angenlen einer Qturt^e be« 3Weiten®r(u 
bed Itrgenbe ZMH einer beweglii^en Zangente 9ont 
Srennpunfte axii erfd^feint, ifl confiant» 

Senn man bei ber Parabel bie bevoegtic^e Tangente aM 
ft($ in^ U n e n bl i (^ e entfernenb betrachtet , fo entfernen ftc^ bie 
9^unfte a',b' ebenfalls ind tti^en blicke, oa^ob' tt>erben ju ben 
feften ^Tangenten parallel, unb folglich ber eonflante SSinfet 
gleite bem ®n>plentente bed gegen bie ^axoJ^tl gefe^rten 9BinIeld 
ber 2:angenten. SSenn V ber Surd^fi^nitttfpunft ber beiben feßen 
Xangenten ijl, fo ifi ^t'+Zo = 180*; fotgli<^ U%i ft(^ bad 
JBtered oa't'b' in einen Jhreid befc^reiben, unb man (at ben@aO: 

25) Der um tin um bie^arabet befc^riebened 
2)retecf bef4^riebene Jtreid gej^t burc^ ben ü^renn« 
punft ber Parabel. 

2)a jfeber $unft btefed Jtreifed gum Srennpunfte einer bie brei 
©erabeti berfii^renben Parabel genommen u>erben fann, fo folgt: 
baß ber Ort ber Srennpunfte ber bie brei ®eit e n* 
eined jDreteded berfil^renben Parabeln ber vlvx bie^ 
fed 2) retetf bef^^riebene Stttii ifi. — -^ieraud ergibt ftd^ 
tin fe^r einfac^ed SRittel gur Sonflruction einer vier gegebene @e^ 
rabe berftl^renben Parabel. 

f. i7e* 

j90m0t||tttfd)e'Cttn»m ^(0 Quinten C5ra)e^. 

2>ie <^omot{^ette iji ein befonberer ^ad ber J^omologie; benn 
n^enn ftc^^ bie Slre in^ ttnenb(i(|ie entfernt, fo rebuciren ft$ bie 
Formeln C3) auf J 

unb ber-9)ti<iel))<in!t ber Homologie toirb ber ÜRittelpunft ber $0^ 

mot^etie* 

3n>ei ^omotl^etifc^e (Iwotn \>ti {weiten ®rabe^ S,S^ fc^neiben 
ftc^ nur in jwei reeKen , ober in ixcti conjiugirten imaginären $unf ^ 
ten , totil bie beiben anbern 2)ur^^nitt«punf te in unenblic^er Snt« 
fernuna liegen. @ie l^aben nur eine gemeinfdl^aftlictie @ef(^nte A, 
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tod^ immer reell ifl, unb biefer 9ljt ber |>emotogte ettlf)>re(^n 
imi anittelpunfte bcr ^moi^ttit. 

Si^pt man einen beliebigen 9lab{ud au^ bem ÜRittelpunfte o 
(StQ. 186), fo ftnb a nnb a^b unb b' fiomologifc^e ^nfte , itnb 
bie Zangentenpaare geben gmei fünfte c^d ber Sre A. dit^t man 
ebenfo aud bem 9)tittelpunfte Og tintn beliebigen Stabil»^, fo finb 
t «nb a'|,b unb b', |fomoIogtf((^e ^nnfle, unb bie Zangentenpaart 
fc^eibcn fi(fy ebenfaUd auf ber Slre A. 

Die polaren P unb P', P, unb P'i ber beiben «e^nli^fei«. 
mittelpuntte o, Ot in beiben Surren ftnb ju ber S(re A paraflef 
unb glei(|;meit ba«)on entfernt« iDenn rotnn man einen ber Tii^tU 
funtic ber {xnnotfietie 3um Slnfong^punfte nimmt , fo ^nb bie ®(eio 
gütigen ber beiben Surben : 

ax* + bxy + cy* + dx +ey 4- f = o , 
ax'« -f bxy + cy'« + k (dx' + ey ' + f k) = o. 
2)te ®(ei4fung ber 0re ber J^omologte ober ber gemeinf^aft« 
liefen eefante i{l: 

dx + ey + fk+f = o, 
nnb bie ®Ieid^ungen ber beiben polaren be« Slnfang^punfted : 
dx-f ey4-2f=o, dx+cy-f 2kf = o. 
S3cnn b r e i (omotj^etifc^e Surren bet^ jtt)etten (9rabe^ g^g^ben 
ftnb, fo i^aben wir gefeiten, ba§ bte ^tttelpunfte ber ^omotf^eiie 
je b t e i in geraber Stnie liegen. 2)ie ®Iei(|;ungen biefer Suroen 
ftnb; 

ax* + bxy + cy^ r|- dx -p ey -|- f = o, - 
ax* -f- bxy + cy* -f d'x + e'y + f' = o, 
^^ 4- bxy + cy« + d'^x + e''y-f (''= o, 
unb bie ber 3(ren ber {)omoIogie: 

(d — dO x-f Ce — eO y + f - f == 0, 

" (d'-d'Ox -f (e'-e'O y + f '-f'' = o, 

(d''- d)x+(e"- c) y+f"— f = o. 

S>a ftd^ bie brei legten ®(ei(^ungen auf iwti rebueiren, fe ^t 
man ben @a$: 

26} jIDie brei 3lren ber {)omologie breier l^o^me« 
t^etifd^er Sjurren betf aweiten ©rabetf gef^en buri^ 
benfelben §Junf t. 

$. 177. 

©erabe oo, beren gemeinf^aflKd^er ^ol für beibe ffttrren 
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t in untnili^tx OFnifernun^ liegt ge^lburif^btc ÜRülcIpunfU ber 

Cfurven. -- SBenn jwei ^omoti^eHfd^e Surfen be< |weiten @rabed 

;: rinanber berühren, fo liegt bet JBerüj^runsdpunft aU WliUtlpmh 

ber $ompi|Hrtte anf ber dtnixaUinit. - SBenn S itnb S' ixoti |^o« 

. moi^etifi^e Ganzen be6 jwetten ®rabe^ ftnb, unbS| ift eine britte, 

; tü(l(^e bie betben erflen in a unb a' (gig. 187) bttü^xt; fo fc^neiben 

j ft4) bie genietttff|KiftIi(ben Tangenten tn a unb a' ali Hren ber Jj^o« 

mologte in einem fünfte t, ber Sre A loon S unb S'. ZU ^wxUt 

i a,a' fittb folglich |fOiiio(ogif(^e unb liegen auf einem 9labittd oaa\ 

;. Siefer SRobin^ ^at in ben brei Suroen brei $fomo(ogtfc|e fünfte 

>[ U V t^ stt $olen, unb folglich finb bie brei ^JaraKelen ju P, A, P' 

,j ^omotogifc^e ®erabe. — 9EBenn man alfo eine Surt>e M jweiten 

&xaUi S. ^ai, meiere }u a^ei $fomot|fetif4fen Surfen S^S' bef^ 

fernen ®rabe^ ^omotptti^äf unb tangent ift; fo pat tit fixe ber^o^ 

mologte A t>on S, S', aK ®erabe wn St betra<^tet, in S, S' bie 

^ofaren P, P' U* aSitieI)>nnfte« o ber $omot^etie au homologen 

@eraben. 

^xtxani ergibt ftd^ bad SRittel aur Sonflruetion einer Sltn^e 
8, be^ a^^^^^ ®rabe</ xotl^t iVL brei gegebenen f^omot^etif^en 
Surfen S, SS S" beffelben ©rabed ^omot^etifc^ ifl unb birfelben be^ 
rfi^rt. — fRan con^uirt namlii^ bie SKittelpunf te p, q, r ber ^0< 
mot^etie unb bie 9ren ber |)omoIogte A, B, C ^tn S unb S% 
S unb S'S S' unb S", bann bie ^Jotaren P unb P' t)on p in S 
unb S% bie polaren Q unb Q" ))on q in S unb S'^ bie polaren 
R' unb B" y>on r in S' unbS'S Cfö fei ii ber 2)ur(^fd^mtt«punf t 
ber Slxeu ber Homologie, i ber t^onPunbQ, i^ ber von P' unb B^ 
l" ber »on Q" unb B". SBirb S» fuceeffit)e mit S, S', S'' ^tx^ 
knben , fo er^It man brei ^pmot|^etif((e ©v^eme, unb .n>ir ^aben 
8cfe(fen , baf bie @eraben A unb B in Si in S bie ©eraben P 
unb Q at« i^omologe fiaben. 3(Ifo iß i ber l^omologe^^unft voni, 
unb i\ in S, ^at aW homologe fünfte i, V, i" in S, S', S''- 2)ie 
©craben i» 1/ 1,1', iii" gc{)en mitj^in burd^ bie SKittelpunlte ber f)o* 
moti^etie t)on S. unb B, von S, unb S', t^on Si unb S'' xotl^t Her bie 
Serfi^rung^punfte a, a^ a" finb. Tladbbem biefe Seriijfrung^punfte 
gefunben finb; tt^lt man ben SSittelpunft von S, ))ermittei;fi bed 
2)ur(bf(friiitted ber t)on ben SRittelpunften na(b ben Serft^rung«« 
punftett gesogenen ©eraben. 35ie aufgäbe iji alfo getöf t, unb al« 
befotttern Satt gibt biefe Sonfiruction ben &xti« , ml4tx brei ge^ 
gebeae Steife brr&iirt*^ 
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98enn man einen beliebigen ^unft o iti ffiaumti mit t^trfc^ie« 
benen fünften a, b, c, . * . burc^ gerade Sinien DerHnbet, fo $et^ 
bie 2)ur(^f(^mtt«punfte ter ©eraOen oa, ob, oc, , • • mit einer fe« 
flen Sbene M' bie perfpef t it)ifd^en ^ro jef tionen btt 
fünfte a, b, c, • • • SBenn ber |)unft a eine @erabe iefc^reibt^ 
fo befcbreibt feine perfpefti^tfc^e ^rojieftion au^ tint ®erabe. (Etf 
enlfprec^en a(fo ben ^Punften unb ®eraben ber erften Stgur 9x4 
$un[ie unb ©erabe in ber perfpeftit^ifc^en gigur unb Jiac^ $• 163 
ift iai ani^arntonifc^ 93er^ä(inig txm vier in geraber Sinie Itegenben 
S^unften bem an|farmonif(^en Serf^dttniffe i^rer perfpeftit)ifc^eii f)ro« 
{eftionen g(ei(^. 

aSenn in einer (Ebene M eine gigur gegeben i(l , fo Coan auf 
biefe 3Beife. in einer anbern (Sbene M' bie perfpeftit»if(|e ^rofeftton 
berfelben gegeid^fnet werben, unb beibe e^iguren |faben al^bann ade 
(Sigenfc^aften ^omograpbifc^fv (Figuren. — SSSenn man in ber (Ebene 
n jwei Soorbinatenaren unb in ber (Ebene M^ mtfy itoti folc^e 
Cren ilit^t , fo l^aben bie dielationen , toeld^e }wifd^en ben (Soorbi^ 
naten x, y eine^ ^unfletf a unb ben Soorbinaten x^ y' feiner pn^ 
fpettioifcben ^rojeftion a' ftattjtnten, not^menbig bie gorm (1), 
ttob folglich ift bie SRet^obe ber perfpeftioifc^en 9>i:oiefaon eine 
geometrifcb ^ ^omograpi^ifc^e. 

^ierau« folgt : »enn tin Jtegel , beffen ^li^tlinie tint Q[nx^ 
M mten ©rabe« ift, mit einer &tnt burc^fc^nitten totrb, fo iß 
bie 3)ur^f(l^nitt^cttrt>e auc^ vom mten ©rabe. — 3ß olfo bie Stt^U 
linie eine durDe be« jtoeiten ©rabe« , fo ift att(^ bie S>ur(^f<l^nttt^ 
linie be« Stt^M mit einer (Ebene eine. (Euroe hti }n>eiten ®täbti, 
toie ftc^ leidl^t bireft jeigen I5^t, toenn bie fBafi^ Ui ^egetö ein 
^ r e i « ifi. — Wlan nennt be^l^alb bie (Eurven be« imiun ©rabe« 
anäf j(egelf(bnitt e. 

2)er S)ur^fd^nitt einer burd^f o paraQel ju M gelegten (S^ene 
mit M' ifl bie 3lre 1' be6 Unenbltd^en, auf loelc^er ftc^ bie perfpef ti< 
9if(^en $roj[eftionen jtoeier parallelen fc^neiben , unb biefer 3>ut^* 
fc^ttitt^punft ifl auglei($ ber t>on W mit ber hnxify o paradel ju ten 
gegebenen f^araQelen gezogenen ©eraben. 

S)a eine ©erabe unb i|fre perfpeftioif^e f)ro{eItion in berfelbett 
bttv^^ o ge^enben Sbene liegen , fo fc^neiben fie ^if auf ber S>ttn^ 
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fä^nitttUnit A ber Cteiini M »nb Mf, unb aOe fnnttt wn A finb 
t^re etgenen pttSvtUM^^ ftoitUitntn. ~ Senn fUlf bie Cbene 
M' nm bte ®erabe A fo lange bre^t ^ bi« fle mü M aufammeii^ 
fdllt , fo QtU ti ctnen $uitft c^ ml^tt mit fetner perfpe(t{«)tf(^n 
^rojefiton attfammenfdnt. Z)enn tvir woOen burc^ o eine auf A 
fenfred^te ßbene legen , unb ed feien ae, ac' bte 2)ttV(^f(^nttte btef er 
(Ebene mit M unb M^ gerner woOen toir tn btefer flFbene vm o 
aul eine auf ber ^albtrungdlinte iti SBinfeM cac' fenfrec^te ®e^ 
rabe occ' lit^n , fo fädt ber ^unft c' wegen ac = ac' auf feine 
petfpef tivifi^ ^^rojeftton c^ — Vlan ^at alfo nad^f bem Suf^mmen^ 
fatten beiber (Ebenen in berfefben Q^bene M {wei j^ontologtfif^e 
Figuren , inbem c ber VHitttlpunU unb A bie fixe ber Homologie 
ifl. jDie perfpeftibtfd^e $rpj[eftion fpmntt alfo auf bte Homologie 
iuxüä , unb man fte^l leidet ein , bafi fte biefelbe HDgemetn^ett i^at* 
9ßenn bte Ebenen M unb M' )) a r a 1 1 e ( ftnb , fo entfernt 
ff(( bte fixt A xxLi Itnenblic^e , unb bte beiben giguren werben 
f^omot^tifclf. goIgHc^ ftnb bie jDur^fc^nitte eine« AegeM mit 
parallelen Ebenen Si^nliiSit f^iguren. 



Correlatine /ignten. 

$. 179. 

SBeitn man fe^t : 
X'=ax'+by'+c, Y'=a'x'+b'y'+c^ ü'=m''x'+b''y'+c'', (1) 
fo tniS^xiiii bem f^unf te a ober (x, y) ber erflen gigur in ber 
atoeiteti eine ©erabe A^ beren ©letcf^ung; 

X'x + Y'y + ü' = o 

t{l, xoo x^ y' bte laufenben Soorbtnaten b^beuten, unb ber 
®eraben A ber erßen gigur , weU^e burd^ bie ©let^ung : 

px + qy + 1 = « 

ait^eebtttdEt mirb^ entfpri^^ in ber ^weiten gigur tin ^nft %', 
votliitt burc^ bie 9te(atianen : 
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X y u 

Bcjiimmt woitb. 

(Si entfprcd^cn alfo ben ^Junftcit a unb bcn ©eraben A ber 
crflen gtgur refp. Ocrabe A' unb funfu a' bei; iwtiun %i&nv. 
2)er $unft a' tfl bei: ^P o l ber ©eraben A unb He ©erabe A' 
l^te polare bed ^unfte^ a. — 37? an |^at baber bte beiben finn* 
bamentalfd^e : 

27) äBenn ber $unft a eine ©erabe A befii^reibt, 
fo brc^et fic^ feine ?)oIare A' um ben 5Jol a' biefcr 
©eraben. 

28) HBenn fic^bie ©erabe A um ben $unft a bte« 
ff et, fo bef (treibt ij^r ^J)i) IV bie ^Jolare A' bief cö 
5J u tt f t e ö» 

SSenn ftcb bie ©erabe A in($ tlnen bliebe entfernt, fo ron^ 
oergirt i^^r ^ol flegen ben $unft i', totl(fytv Hx^ bie 3ie(ationen : 

X' = ü , Y' = 
befitmmt kDtrb, unb ber $ol be^ Unenblid^en genannt werben 
lann. — Umflefej^rt, bie 55oIare eine^ unenblid^ entfernten ^Jwnfted 
gej^t bur^ i'. 

SBenn alfo eine aud fünften unb ©eraben beflebenbe Sis^r 
gegeben i^, fo erl^ält man auf biefe SBeife eine aud ©eraben unb 
fünften be{le|fenbe eorre(ati)oe ^igur, unb jthc befcriptit>e 
SRelation jwif^en. ben ac^eifen ber erflen gtgur fübrt ju einer 
entfpted&enben Stelation jwifc^en ben Zweiten ber jmeitcn ^gur* — 
SBenti j. 33. in ber crflen gia«r brei ?Junfte in geraber 9u 
nie liegen, fo geilen bie brei entfpred^enbcn ©eraben in ber ixcd' 
ttn S^gur burd^ b e n f e I b e n yunfu 

S. 180. 

Cotrelotroe €uroett 

(5ö feien A, B, C, . . ♦ bi^ ©citen unb a, b, c, • . • bie 
SHJinfelfpi^en eine« Sielecfe«. ffonflruirt mart bie ?>oIe a', b',c', . . . 
ber ^cittn A, B, C, . . . unb »erbinbet fte burt^ bie ©eraben 
A\ B', C, ♦ • ♦ , \»d^e bie ^oUttn ber ed en a, b, c, • . . jinb ; 
fo erhält man ein jn^eitei^ SiitUä, tnl^t^ ba^ c o r r e I a t i t> e be« 
erßen i% — flStnn h gegen a con^ergirt, fo mirb a Uv fBttüff^ 
rungf^punft )9on A, unb b^ cont)crgtrt gUid^jettig gegen a' unb bie 
©trabe Ä' wirb a;anaentc in a' an ber a^iteti ffurve.. — 3cbe 
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Zsmmu A ker fics^neti Sturze t^ot alfo eutr ii yintft a' ber cov« 
re(aitt>m Surve {um 9oIe f nnb bct SStti^tun^tpunh wn A ^^ 
Me Zangcntc nnfJunfte a' bcr ))9cJteii Surve ^ttr polare. — Stuxii 
tit ^nnftt wn S' ftnb ixt Vole ber Zangetittit a« S ^ unb bte 
Tangenten an S' flnb bie f)o(ateti bet fünfte «oit S« 

SSmn bir gesebtne ^tgur aud etner dnrot nnb autf einer bicfe 
iniiftmUtn fi^netbenben (Skraben befielet, fo be|te$it bir c^nelatit^e 
9i||Kt aud einer (Sm^e unb aud n »on benife(ben fünfte #n«s^bcn« 
brn £angenlen. 

Sepel^t bie gegebene g^gur ava it»ti Suri^en S, T unb man 
confhttirt bie corre(att9^n Sur)>en 8', T^ fo ftnb bie gemeinfilaft^ 
Ud^en fünfte wn S', T' bie ^ole ber gemeinfd^aftlict^e« Xangenten 
wn S, T, unb bie gemeinfc^aftfti^en Zangenten wn S^ T' ftnb 
bie ^plaren ber gemeinfd^aftnclen ^nnfte von S, T. 

ZU ©leic^ung einer Surbe S fei : 
f (x, y> = , 
fo ^at bie Zangente berfelben int fünfte (x, y) ben ^nnlt (x', yO 
sunt folt , wefd^er bur(!^ bie 9Ie(ationen: 

benimmt wirb, unb n^enn man x, y gn^ifc^en biefen brei ©leid^fun« 
fien eliniinirt ; fo er^It man bie ©leic^ung ber correlatit^en (Surt)e S^ 
Cber : bie Surbe S' fann alt bie Umf^fidung^cur^e ber polaren : 

X'x + Y'y + ü = 
ber t)erf4>iebenen ?5unfte (x^ y) t)on S betro(|>tet werben. — ©ejt 
man nun : 

X=ax+a'y+m'^ Y=bx+b'y+b", ü=cx+c'y+c'S (2) 
fo wirb bie ®Ieid^ttng ber $o(are : 

Xx' + Yy' + ü = o 

obtr: 

px' + qy' + 1 = o / 
tt^enn gefegt wirb: 

p q 1 * 

aSemtittelfl biefer legten Slelationen fann man x unb y burc^ 
9r&<9e au^brfitf en, bereu B^I^Ier unb 9lenner lineare gunftionen 
t)on p, q ftnb , unb jwar ifl ber 92enner betf fludbrudetf bon x b e x* 
f e I b e , üU ber bed Slu^brudeö wn y. — 6ub{iituirt man biefe 
33ert{fe für x, y in bte Oleic^ung f (x, y) *= o , fo erhalt man 
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bic (SiH^vaiQ Ux Suri^ S' itrft p unb q , tMb^e wn bmfelben 
@rabe i% — fBtan ^at alfo ben SeH<^$ *• 

29) 3>te correlatioe <£urt)e eine^ £egrifi^nittcd 
tfein anbetet ^egelfc^nitt. 

«. 181. 

(^d feien a, b, c^ d vier in geraber Stnie liegenbe ^nntit, 
nnb A'; B', C, D^ bie ftc^ in bemfeJben fünfte fcl^neibenben ^ela^ 
ren berfelben. 2Bir »ottcn bie ©etabe abcd jur Site ber x tict* 
men, fo fc^^neibct biefe are ba^ Söfc^el ber polaren in ^oier ?)unf^ 
ten ä', b', c'; d'. J)ie ©letc^ung jeber ber ?Jotarcn tebötitt f4 
auf bie germ : 

worou« folgt : . . 

* X' ~ ax' + c ' 

inbent x' bie übfciffe be« Ranfte« a' bebeutet. •- ^iefe (BUHfi^H 
brfidt eine j^omograpj^ifcfie Delation 3U)if(|»en ben fünften a,b,c,d 
itnb a^ b'^ c', d' ata , fo baß bie an|fannonif(^en Ser^äftniffe Wefec 
beiben 69ßeme ))on fünften biefelben f!nb; unb man folglich ben 
6a9 {>at: 

30) ^ai an ^armonifc^e fStvffallni^ \>on ^itxU 
detaber lUnie liegenben ^nntttn iß bent anfrarmo^ 
nifc^enäSerl^attniffe ber entfprec^enben iDier^oIarcn 
8 1 e i cj, . 

<:Ciefer Se^rfag fann fofgenbermaf en umgeformt werben : SRat 
liat: 

sin (C^ AQ ^ ca _ sin (D^AO , da 
sin (C% BO • cb ~ sin (D', B') ' db ' 

unb wtnn man annimmt , baß bie brei fünfte a, b, d, fo tote i^i^ 
^Jolaren f e ji liegen ; fo iß ber aweite S^eil ber legten ©leitjung 
eine Conflante m; eine beliebige ©erabe C trifft ab in c, unl) 
ber ?5ol & liegt auf C. ©ebeuten ferner p, q bie äbflfirtbe bet 
©eraben C \>on ben beiben fejfen fünften a, b unb p', q' bie (SnU 
femungen beö ^ole« & »on ben beiben feflen ©eraben A', B'; fö 
l^at man: 



f^lgKc^ : 



ca 
cb 


_ P 
~ q' 


sin (C',A') _ 
sin (C, BÖ 


p' 
q" 




21 . 
q' • 


P « 
■*- = w» 

q 


' 
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9Ian ^at alfo tm 6a$ : 

31)S>a«SevMI<nt§ berSlbß&nbe etner Seite« 
Mgeit @erateti ter erflen Sigut von an^eifeflet 
$unrten ifl bem SerHItntffe ber (Entf ernungei 
be« ^ole« jener ®eraben von beti beibenfeßen 
polaren in ber aweiten 3tgnr))ro))0¥Hona(. 

3)te umftef ehrten eiüt ftnben ebenfaOd Patt; benn bie erfle 
Sigur ift au^ bte eorvelatiüe ber {weiten^ unb ba jiebe metrif<l^e 
Delation nur anjamonifd^e »er^dttniffe ent^ttj fo ^t Ite ij^re 
entfpred^enbe in ber 8»eiten giftun 

S. 182. 

2)ie gormctn (1) bröden bic Qoxxtlation bcr | » e i t e rt glgut 
in SSciUQ auf bie crfle, unb bie gormein (2) bie ber erflen in 
Seaiepung auf bie g weite au«.— ©a bie gonpanten t)erf(fiie* 
b e n finb , fo ijl bic «rt ber Correlation nic^t mcjir biefelbe. &oU 
lenbie gigurennacfi berfelben SBcife gcgenfeitig correla* 
ii'o fein, fo muffen bie einanber entfpre(^enben Sonfianten einanber 
glei^ unb wn benifeUen 3ei*en, ober glcid^ unb t>on 
entße g en gefegtem Seiten fein. 

3m e r ß e n gaüe iji a' = b , a" = c, b^' = c% fo baß 
nur 6 eonjlanten hltibtn, unb man l^at: 

X'=ax'+by'+c, Y'=bx'+b*y'+c', ü'=cx'+c'y'+c'^ 

X =ax +by +c, Y =bx +b'y +c' ; ü=cx +c'y +c". 

SBetra(]^ten wir bie Sur\)e be« gweiten ®rabe«: 

ax» + 2bxy f b'y« + 2cx + 2c'y + 2c-' = o, (3) 
fo ifl bte (Scrabe A' bie ?5oIare be« ?Junfteö a in ©egiel^ung auf 
bie 3flic^tcutt>e (3), unb umgefel^rt, bie ®crabe A ifl bie ^fare 
be« ?Junfte« a' in Sejug auf biefelbe Ätc^tcuroe. Die SWeliJöbe 
ber reci»>rofen ?JoIaren (ftap; 19) erf*eint Jtier alfo al* 
eine befonbere flrt ber ßorrelation* 

3m 3 tt> e i t e n gaffe ifl a = o , a' = — b, a'' = - c, 
b' = o, b" = — c', c" = ; folglich : 

X'=3 by'+c, Y'= — bx'+c', ü':^ — ex'— c'y'J 

X=-by— c, Y = bx — c', ü === ex + c'y. 

2)ie (Serabc A', beren ©Icic^ung iji : 

(y' - y) (x -y)- (X'. x)(^y + 1) = 0, 
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flc|^t tnxüf Un ^JunFt a.unb burc^ fctn feflcn ^utift Q-/ — r\ 

ibtr (Etttne S' nthmixt f!4> auf etilen 9 u n f l , unb vit^in fan« 

itrfc ZtanilfomaitanMrt ^n (einem 9lu((ett fein. 

« • » • 

f. 183. 

Hiiwenbnngem 

<f inent unb ^emfelben fßicxtät utnfi^riebenen $egelf4^nitt(it 
entf))re(^en t n baffelbe Stered bef^riet^ne Sit^ü^^nitu. S^IS^i^ 
tfl ber Se(frfa$ 33 in §. 158 ber coxxtlatixtt «)on bem Se^rfa^e 2] 
unb ber ea^ 6) in S« 166 fu]^rt auf folgenben corteIalit)en : 

32)aBenn man "oon einem beliebigen fünfte Zan^ 
genten an br ei in baffelbe Siered befc^riebenefie 
gelfi^nitte gie^t, fo er^It man ein 9öf(^el ^onU¥ 
©eraben, welche eine3nt)o(ution btiben, unb bietet^ 
ben£angenten an bemfelben fiegelfc^ni ttefin) 
c n jtt g i r t* 

%vi8 ben Cef^rfä^en 7) unb 8) ergeben ft(6 bur($ Korrelation: 

33) SBenn ein Siered um einen itegelfc^» niti ie^ 
f^riebenifl/ foiflbaäan|farmonif4feS3er^dItni§ 
ber)[>ier fJunlte, n)orin eineben)eg(i4^e2:angentr 
bie @eilen biefe« Sierede« fc^neibet, eonflant. 

34) SBenn man auf jwei feflen ©eraben aweiSei* 
|ien «)on fünften t)on f olc^er Sefcfiaffenl^eit nimmt; 
ba§ ba« an|farmonif((^e 9}erMHni@ von t)ierb^ 
liebigen fünften ber erflen 9iei|^e bcm an^axu^' 
tii\äftnSßtx^&ltni\it ber vier correfponbirenbei 
fünfte ber 3n)eiten9{eifieglei(i|^i{l, unb man ^tp 
hinbti bie correfponbirenben fünfte paartpetfe 
tur^. gerabe Sinien; fo umMHen bie fe eine« Äe^ 
gelf*nitt\ »eicfier bie beibcn fepen ©eraben Je' 

t.fi^rt. 

2)er corretatioe Ui Se^rfa^e« 10) ifl bereite in f. 140 ange^ 
fft^rt , unb ber @a$ 1 1 gibt folgenben correIatit>en : 

35) SBenn bie n (Eden eine ^ 3} ielede^ auf nfefien 
©eraben fortgleiten^ x»ä^xti\t> n^l. ©eilen bef« 
felben auf Äe gel f Quitten fortrollen^ loooon jeber 
}toei aufeinanberf olgenbe ® eräbe berfi^t; fo 



- 271 - 

um^ütti bte wtt Seite itt fßitltdtt einen St tgtü 
fc^niU/ »etiler jwei aufeinanberfolgenbe (Serabc 

3 wei jtegelf d^nitten , mt^t etne bOpptltt Serff^tAng 
^aben^ entfprec^en sn>ei ^egelf^nitte, »elc^e ebenfalls eine itfptUt 
Serul^runa ^ahtn. %ui ben Sfi^en 12) unb 14) ergeben ftc^ wiu 
Ym burcb CTorrelation : 

36) aSenn awei 9Sin!eIf)>t9eii tinti um einen te^ 
gelfd^nitt befc^riebenen 2>tetede« anf }we{ feflen 
@eraben fort gleiten^ fo befc^reibtbie brttteSBin^ 
ltl\piiit be^ 3)reie(fe^ einen anbera ftegelfi^nitt, 
toel4>er mit bent erflen eine bop))eUe Ser&^^rung 
Ht« — Z)er X)ttr(l^f c^nitt^punfl bet beiben feflen 
®erabenifiber?Jclber ®er ftJ^rungifeM«» 

37) SBenn ein Sieled t)on n@eiten um einen St^ 
gerfd^niit be fd^ rieben ifl^ unb jebeöonn — lS*en 
fceffelben auf einer ©eraben^ ober auf einem «egeU 
fcbnitte fortgleitct, weither mit bem e'rjlen eine 
b Appetit SeräprungH^; f<> bef4»reibt bie nte Sde 
De^ Sieledetf antfy einen itegetfc^nitt, »elfter mit 
bem er flen eine boppelte fdtxvL^xvmi l^at^ 

Snblic^ «ibt ber ?e|frfa0 16) burc^^ Korrelation ; 

38) ®entt ein Sieled ^on n ©eiten um ftinen 
Äeftelf«^«ttt bef((>ricben i^ unb n — 1 Qätn bcffeU 
ben «ttf n— 1 Äegelft^nitten fortgleiten, »el4^e mit 
bem ^rften in baffelbe SSiered ^bpfti^rieben finb; fo 
bef(^retbt bie nte <£de. einen jtegelf ^niit, toeld^er 

inbaff^I^räJiere.d befc^riebent.ijl. .. 

« • . * • • ■ • 
' • * ' . » • - - 

.1 . ' S« 184* ' ■■'>, 

Itbctfelidu 

aSir Unntn U^t t>ie im fßot^tx&t^cnitn att«einanl>erftef«tftcn 

f»>iriett $Hti&t ih mit eurjen SBorteti ^arafterijtren : IJ bie &9» 
me^xap^it »erallaetBeiner t bte in einem befonbetn 
galle bewiefenen gigenf^aften einer Sig«'« 
2)2)»* Korrelation verboppelt bie «njaM ^<f 
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8e^rf&ee."- Sßix fwiien übrigen« btefen (Segenfiaiib bei loeitem 
ni^t erf(^5pf(^ unb man fann mit ^ülfe bec bewtefenen Sel^rfo^ 
fe{^r einfach eine große Slnjaf^I intereffanter aufgaben übet bie Stc^fU 
fc^nitie i5fen , oo9oa tptc nur einige gut Uebung ^ier anfuhren 
«sollen* 

ttebuttg^aufgabeii. 

1) 3» einen gegebenen ftegelfcf^nitt e^n fßitUd sn bef^reiben, 
beffen n 6eiten ^egelf(bnttte berühren , I90t)(m jieber mit be» 
txftm eine b^yp^te SetfiJ^vnng pat, ober bnr^^ gegebeur 
?>ttnfle ge^t. 

2) Um einen gegebenen Äegelfcfinitt ein SBieferf an befc^rdben, 
beffen n (Sdtn auf gegebenen (»eraben, ober auf Äegelfc^niiten 
liegen, n^elc^e mit bem gegebenen tint boppette Setfi^rnng 
$aben. 

3) &n n (Sä jn befd^reiben , beffen n @eiten bur^ gegebene 
$nnfte ge^en nnb beffen n (Sdtn auf gegebenen @eraben liegen. 

4) SSenn bie n fe^en fünfte in 9e]^rfa$ 10) in geraber Sinie 
liegen , }u ben>eifen : bag bie freie (Sät an^ eine ©erabe be» 
fe^reibt. 

5) (Si feien a, b jwei fünfte t)on f bli^er 8ef(|iaffen^eit : ba§ bie 
^otaxt ici einen but($ ben anbern ge^t. SSenn jwei Seiten 
eine« in einen Aegelfcf^nitt befc^riebenen Z>ttltdt$ -^df um a, b 
bre^en, fo breitet fU^ biebntte@eitettmbenyo( c «>onal»« — 
Vlan foQ au4 biefem Sef^rfo^e ben covreIati)»en herleiten* 

6) SGBenn btei &tiun eine« in einen ftege(f((nitt befcf^riebenm 
8ietrecfe< fti^ um btei in geraber 8inie liegenbe frfte $nnfte 
bre^en , fo breitet ffd^ bie vierte Btitt am einen anberü fe^ 
9ttn(t, wttifytt mit ben brei erflen in berfe(ben (Seraben f i^e* — 
Z)iefcr @a9 gilt att(| fär tin 93ieled «>on einer gerieben 
©eitenja^I , unb man fod ben correIatit)en 6a9 barau« ob« 
leiten. 

T) aSenn alte @)}i$en eine« Sielede«, mit 3lu«ua^me einer etm 
{igen , auf einem ftegelfc^nitte liegen unb bie @tittn ffc^ um 
feße in geraber Sinie liegenbe fünfte bre^en, fo befd^reibt bie 
freie Sßinfelfpi^e einen ßege(f((;nttt. SRan foU ben eorrela« 
ti^en @a$ ableiten. 



— 273 — 

9) SBeiiii ein VitM augleic^ in einen RxtÜ unb um einen anbem 
US^xititn i# , tie (Entfernung tcx SRiltelpunf te ald Sunf ttpn 
ttx ^Mbmejter ffiv bie etnfa(f^flen pOe be« X)teieite«, fBUx* 
tdci, sftnfetfe«, • • * Su finben. 

10} 3Benn ein Sielecl von einer g er ab en Ceitenja^I )ug{et4^ 
i n einen Aegelfc^nitt unb u m einen anbern befi^rieben ifl^ 
fo ge^en bie (Seraben, »elc^e bie gegenttberliegenben Sden, 
ober bie IBerfi^rong^punfte ber Oegenfeiten t^erbinben, bnrc^ 
benfclben ^unfl, mliftS einer ber 2>ur((f(^nttt«punrte ber 
gemeinf^aftlii^n conjittgirten Sefanten i^. -- 2>en ^JSttotU 
pi fft^rm* 

11) Sinen ßegelf((^nitl au confhruiren, welcher mit einem anbern 
eine bo)))>eIte iBeru^rung ^at, buri^ u |)unfte ge^t unb 3— u 
®erabe lerö^rh ^ 

12} SSenn oter oon bemfelben fünfte audgefienbe <9ertbe etilen 
Svtii refp. in ben ^unflen a unb 9^', bunbb^, }e. f((^neiben, 
ju bewrifen : bag bie ^Relation ßattftnbet : ' 

8in I ca ^ sin j d a _ sin \ &h' ^ sin 4 d^a^ 
sin i cb • sin j db "^ sin | c'b' * sin | d'b'* 

133 aSenn m beliebiger £egtlf<(>niu unb ein $itt!t o in feiner 
(Sbene gegeben ift, unb man eonfirnirt einen {toeiten ifegel^ 
fdbnitt Don fold^er Sefi^affen^eit : baß o augleidgi fem WmU 
pnntt unb ein 3ßittelpttnlt ber Homologie beiber Suroen ifl ; 
f ifl jiebe^ Softem conjiugirter Durd^meffer bed imiitn JfegeU 
f4^nitted tin (Softem conjiugirter ®eraber bed erffen in $3ea«g 
auf ben ^Junft o* — 3Ran foQ bt^rau^ unb au^ ben ^ermtin 
für bie Confirucrton bomologifc^er giguren bie (Sigenfc^aften 
ber conjttgirlen (S^eraben |^er(eiten, n)el(|e benen ber tonin* 
girten 2)ur(^meffer analog ftnb. 
lO 3Benn man burc^ ben $unft o ber (Shcnt tinti ^egelfc^niite^ 
eine bewegli^e Melanie iit^t unb auf (Reiben eine Sänge om 

4 

)>on fo(((er Sef^affen^eit nimmt, bafi i$fr reeiprofer SBejrtj^ -^ 

ber Snmmt, ober 2)ifferena ber reciprofcn SBettJe ber 
awiftben bem Jregelf(|nitte unb bem feften ?)un(te Kegenben 
Sängen gleid^ ifl, jiena^bem ber fefie ^unft innerf^alb, 
ober auferl^alb Ui £egetf(i^mtteö liegt; fo befc^reibt ber 
^unft m einen neuen jfegelfcfinitt* 

®(()nufe , (5oor^(Ratcii9fOiiictrtc. IS 
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$. 185. 

di fet f (x; y) = iit ®Ietfl^Una einer Qnx'ot Ui mten 
hti unter g a n ) r r gcrm , unb 9 (x^ y) (e^etc^ne iit (SUAtx 
mten ®rabe«» Z)ttr(^ einen ibeliebigen ^unft I ober (xt, y|) kt 
(Sbene to^Utn wit eine ®erabe tiel^en , xotl^t mit ben Sren SSinfel 
bttbet ^ beren Softnuö p unb q ftnb , fo f^neibet biefe ®erabe bie 
dnxH in m fJunften a', a'', a''S « « «^ unb wenn p bie Untftx^ 
nung be« f'unf^^^ ^ ^^ii irgenb einem ber 1i)ux^\^nittipm\it be^ 
beutet; fo i{l: 

X = Xi + pp, y = y^ + qp, 

unb: 

f(X/y)==f(Xi;yi) +- Ap + Bp» -f-. . • -|-<pCp, q>pm =0; 

alfo bad ^robuft ber SQBurjeln biefer ®fti^u!ns : 

ia' . ia" • ia''' •...== ± IiilLli2, 

9 (P/ q) 
9etra(^ten wir nun bie Sur^e q>(x, y) = ± 1 unb jie^en Wii 

Un anfangdpunft o einen au ber @efante ia'a" • • . parattclen 

Stabitt« oa; fo ifl: 



oa" 


— — 


X 


«_» ♦ 


9 (Pf 


T)* 


Ia' . 


ia" 


. ia'" 


* * • 



folglich : 

-.=fCx,,yi) (1) 



oa°* 



unb^ man ^at mithin ben €09 : 

1) äBenn man ani bem ^Junfte I eine beliebige @e' 
fante burc^ bie Surt)e f (x^ y) :?= ai^M/ fo ift ^^ 
SBerHIttti§ be« IJrobufte^ ber m Slbf^niue biefer 
©efante aur mten^Jotena hti \)om anfang*))unfte na(J 
ber ^iilf«cur\)e g)(x, y) = ± 1 geaogenen unb initx 
©efante parallelen ^abiuö^ectorö conjlant* 
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3k^t man wn I attd eine andere 6efante ib^b'' • . • • ^ fo 

(fat man e^enfo : 



ib' . ib'' . Ib''' 



• • 



ib' 



f («1» y.)i 



mm ' 



fa' . ia" . la'" . . . «a' 



ib' . ib" . ib"' ... ^m 

b.^-: 2) SSenn man buri^ »erfc^iebene fünfte be¥ 
(Sbene einer Sur)»e bataUele 6e fanten paare }te(^r, 
fo ift t>ad Ser^altntf be« $robu!te« ber a^fc^nilte 
bet einen @elante)u bem ^^^bufte ber $(bf4^nitte 
bet anbern Selante confiant. 

S* 186* 

aScnn bte gegebene (furt>e vom iwtittn ®rabe ifl , fo fann 
man (le felb^ , auf iffren SWütelpunft bejogcn , jur |)fitf«cttrt>e nep^ 
men / fo b^^ o^ t^^^ ^<>^ aRiltelpunfte ber gegebenen (Sutbe an^ jn 
ber Gefante paraOel gezogene 9{abm^t)ector ift. 

2>a bie ©leid^ung ber Parabel bwi ber gorm y'+Ax = o tjl, 
fp tann man eine beliebige parallele }ur SIre aXi ^älf^c«rt)e ne^^ 
men, unb wenn a, b bie fünfte ftnb, worin biefe ^araMe ^on 
bett beiben @efanten gefi^nitten n)irb; fo ^at man bie fRtlation: 

la ib 

fßon bem fünfte i moden nnr eine Sangente ib (^ig. 188) 
an bie $arabel gießen unb bie burd^ ben Serüi^rungdpunfl b jur 9re 
gesogene S^araQele jur ^filf^tinie ne^men^ fo fallen für ib bie bret 
fünfte b, b', b" gufammen , unb e« ifl : 

K^J^ — 1 ober ia' • ia'' = ia^ 
ia* 

Sefc^reibt man in ber Cbene ber Suroe tin beliebige« ©reietf 
ghi , f bejKmmt bie (Surbe auf ber ©eite hi, m fJunfte a', a''^ . • ., 
auf ter ©eite ig, m ^Junfte b', b'', ♦ . . unb auf ber Btiü gh, 
m fJunf te c', c'', . ♦ • . , unb burd^ SWuItipIifation ber Kela^ 
ttonen : 

18* 











— 


W6 - 


«c 


. fc". 






*■ 


= 


oc" 


Sb' 


. gb". 






• 


^-' 


ha' 


. ha" . 






« 


= 


oa°* 


hc' 


. hc" . 






* 


Zi-' 


ib' 


. Ib". 






• 


t 


ob" 


la' 


. la" . 






« 


mT 



gb'* gb".*» hc' • hc'^^.. la' . ia",». ^^ 

3n ^em Mon^^^n ^affe, wo {t($ tie Suri^e auf eine ®er(ite 
tebttcirt , erfiiH ffd^ an9 Hv fRtiation (3} ^er ®q$ tn §. 38. 

S. 187. 

€tnifitntl\on tftt €angtntt. 

SaSenn jtd^ ber ?Junf t i ber ffurt)e unenbrid^ ndj^erl , fo fallen 
ixoti ^ux^\^nxttipmttt a', b' in i in^ammtn unb bie ©erabe a'b' 
tvirb 2;att8ente in biefem Vx^nttt. IBegeid^nen nun a, ß Üt 
SBinfel, mlö^t biefe ®erabe mit ig unb ih bilbet , fo vewanbelt 
jt* bie «Relation C3) toeflen : 

ia' sin a 



ib' sin ß 

in: 

sing _ ib^ib^^.. hi. ha', ha^' . . . gc'>gc">.. ... 

sin ß ~ai''..ai"'. .* gi . gb ♦ gb" . * * hc' • hc" . . / ^ 

Um alfo bie 2:anflente in i ju conftruiren , iit^i man bu«^ 

biefen ^unft awei belieWfle ©efanten ig, ih , j^ierauf in ber 65«« 

eine n^idf utli^e britte @efante gh unb tt>enbet bie ©(eiifiung (4) an. 

$. 188. 

SBenn , (nbem ^läf ber 9!|unft i ber Suroe unenblidft m^txi, 
gleichseitig bie @efante ih ftd^ ber Tangente in i unbefi^rdnft no^ 
Jert ; fo fdttt tin aweiter 2)ur*fc^nitt6punf t a" mit a' in i 1«^ 
fanwnen, unb ber bttr4> bie brei. ?)unfte b', a', a" gef^enbe Äret« 
yti^t an ber ® renje^Ver ÄrÄmmung^* oberO^culation^' 
f r e i ^. Sejei^net nun h\ ben ^Junft, tt>o bie Oerabe ig ben Rxtii 
trifft, fo ip: 

ia' . ia" = ib' * Ib,, 



' . 
I 
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nnb bie Slelati^n (3) iibt: 

= ib' ♦ ib'' ♦ « ' hi'> ha**^ . . ♦ gc* , gc^^ . . » 
* la'" . . . f I . gh'".,. hc'.hc"...* 

2)a fnneT ber ihrfimnnng^ftd« )>te Sutve (evfi^rt^ fo liegt fetn 
9R{(leI]»niif t 4uf ber IRormale , itnb bie j(enntnif Ui funtM b, 
ifl }tt feiner (Son|hrnftiott ()intei(^enb. 

Um alfo ben ftrAntmungdfrei^ fflr ben $unft I ju confiruiren, 
2t((t man bie Z^angentc ih in biefem fünfte , eine ®ef anf e ig unb 
in bet (Sfeene ber QTurve eine tviOffirli^e ©efante gh. SBenn man 
^x ig bie 9lermale ber (Surve nimmt, fo iß ibj ber 2)ur($mef< 
fer itt D^culationffreife«« 



189. 

Sperrest man bett yvnft g m ben a9h'iiel))ttnft o M ftegel« 
f(^nitte« / fo >at man : _ 

2oi . hl* . öc'* aöc^* hi* 

oi'.hc'.hc" o« ho*-oc* 

«nb tvenn ft(^ ber $unft h auf ber 2;an8ente in 9 Unenbüi^e 
entfernt : 

®r. ^ =1, ®r. =#^ = 1, mo: ib, = ^. 
ho ho — oc oi 

Sc3ei<!^nen nun a, b bie^al^en Hxen bed Aeselfd^nittetf , wel« 
i^er eine anf biefe «ren bejoscnc ©Oi^jfc fei, a', b' bie Jaften con* 
ittftirtett 25ttr(^mcffer ol, oc', ferner ,o ben SlBinfel ber leOtcrn unb 
r ben ^aftmeffer be« Döculationöfreife« ; fo erjibt ft($ mitteip ber 
9ltlationen in S« 127 : 

ob* _ b» __ b'» _ b'» ^ Ca» -f b« — a'*)^ 
' '" 2slnä "" a'sin a a'b'sin o "" a' b ab 

(a»+b»-x»-y»)^ 
ab 
2)er D^ctttationöfrei« iji o(fo ibentifd» mit bem Ärömmunflöfreife. 
SBSenn N ben jwifc^en bem gjunlte i unb ber gtogen Ure lie* 
acttben üC^eit ber IRormaTc unb ben S33infrt bcjfi(!&net, »elften 
biefe mit bem »om. fünfte i na(]^ bem JBrennpunfte gel^enben Sßector 
ma*t, foiji: 
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N := ^ (aHb«-x»^y»A alfo r = 5Lf- = ^ , 

unb Xftxmi^t be« SeH<t^(^ 7 in S. 148: 

N 

r = r— . 

cos' ß 
Sud biefem legten 3luöbru(fe\ ergibt ftd^ tint fe^r einfa^e (Sern 
flruftton be« aRiüelpunfted bed Oäculationdfreifed* — 3n beut 
9)unfte q- (Stfi. 189), »o bte 9tormare bie erfle SIre f4^nribet , er^ 
richte man ein $et)>enbifel qq' auf biefer Normale/ unb in bein 
fünfte q^ tt^o baffelbe ben na(!^ bem Stennpunfte ge^enben fßtttox 
iP trijft, erriete man ein ^Jerpenbifel q'q" ; fo ifl bet ?Junf t q", 
wo baffelbe bie 92omaIe burcf^fc^neibct , bet ÜRittelpuntt be^ £)i' 
culaliondfreifed. 



^iebenunbjroanitgjlcö Kapitel. 

C0n|li:nrti0n non &eflelfd)nitten nad) semtffeu lle^m^tiiigen. 

S. 190. 

3ur 93eflimmung eined Segelfc^nitte« {tnb fünf Sebingungen 
erfprberlic^ , unb bad aUgemetne ^rol^Iem : Sinen bur^ n ge« 
gebene fünfte gel^enben unb 5 — n gegebene ®erabr 
berfi^renben fiegelfc^nitt ju con^ruiren, bietet xxU^ 
Stiii ioerf($iebene pUe bat; n)o)oon ft($ jebod^ brei bur^ ütyxu 
lation auf bie btei anbern iurücffftfiren lajfen. — sienn befd^reibt 
man in bev Sonflructiondebene einen beliebigen £rei^/ xotliftt aU 
9li(^Kttie btent, nnb conftruirt bie polaren bet gegebenen fünfte, 
fo wie bie |5ole ber Tangenten ; fo (ji ber Äegelfc^nitt S', »elc^er 
biefe n polaren beriti^rt unb burc^ biefe 5 — u §)ote gel^t , bie xt* 
eiprof e $o(are bed gegebenen ^egelfc^nitted S« *- 9Sei^ man nun 8^ 
ober menigfteud eine beliebige %^oi^X oon f^unften unb SCangenten 
))on S' ju confiruiren ; fo geben bie polaren biefer ^})unf te unb bie 
$oIe biefer Sangenten eine gleite Slnja^I doh fünften unb San* 
genten «)on 18, fo baf man ben SRittelpunft, bie %xt, k« befKnunen 
f ann. — allein, fiatt bie corretatioe Sur^e S' ivl ^ütfe ju nej^men, 
xoai fe^r u)eitläu|!g fein tofirbe , ifl ti beffer, S bireft au conflrui^ 
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xtn, unb biefe hittftt Sonfltttcti^n tarn mit ^filfe wn @&0eii ^u 
^iftptn , tt>cld^e bit correlattt)en ^on benen ftnb , tooxauf iit Son^ 
ßrufHon )Don S' berufen xoüxU. 

Z)te heibtn %&tlt , »o 5 fünfte , Pbet 5 Zlangenten gegel^en 
ftnb , ftnb fc^ott früher (%. UZ) ))araeromnien, fo bag ipir nur m^ 
bic 4 übrigen gdKe ju unterfttc^m ^aben» 

S* 19L 

sa^ eine %t%i^tnt f^ttto^t i^iritkrt 

IBefaiintltd^ fc^neibet eine belieUge Getoiie einen itegelf^nitt 
unb bie ®egenfeiten be^ in benfelben befi^rtebenen SteredEe« in 6 
fünften , xotlift eine 3n9oItttion bilben CS- 166), unb wenn bie ®u 
fantt SEangente tDirb, fe j^at man eine 3ni^o(tttion i^on 5 yunften, 
inUm ber ©eruf^rung^punK für gwei fJnnfte gflt. — ^m legt 
alfo bnr4^ bie gegebenen f)unfte einSiered, beffen ©egenfeiten bie 
2:angente in a unb a^ 1^ unb b' fc^neiben unb beflimntt bie boppel^ 
ten 3ttPorutipn«punf te für biefe 4 fünfte C«. 162); »obon jieber aW SBe^ 
rfi^rung^l^unll bienen fann, fo ba§ bie aufgäbe auf bie (f onfiructicn 
eine« bur4^ 5 Ranfte gebenben tegelfd^nitte« gurftitgefätfrl ifl. 

f* 192. 

C«aflnicti0ii Hncf jai0(lMiitltf«| okUInk tv^ Htienfeicftesm ynaM |ftt 

un)i 4 |(0(l)nie tPera)i« lcrü)ct 

SBenn man ))on einem fjunite ber (Ebene STangenten m, einen 
ftegelfii^nitt unb ©erabe nac^ ben gegenüberltegenben QFden eine« 
um benfetben bef^riebenen SieredEe« gie^t ; fo erfiSIl man tin Sfifd^el 
«on 6 ©eraben , xotXift eine Snbolution bilben. — SBenn ber ^unfl 
auf bem ^egetfd^nitte liegt , fo faOen bie beiben Tangenten aufam« 
men , unb man ^at eine 3n\>oIuHon bon 5 ©eraben. — anan ver^ 
binbei alfo ben gegebenen $ttnh mit ben gegenfiberliegenben fiFtfen 
be« 9on ben 4 Tangenten gebilbeten Sierede«, fo befhmmen bie 
Serbinbung«{inien auf einer beliebigen Sefante bie fünfte a unb a^ 
b nnb b^ tooju man bie boppelten 3noo(ulion6))unfte fu^^t^ 2)ie 
@erabe , xotXift einen berfelben mxi bem gegebenen fünfte »erbtnbet, 
fann al« Sangente an bem ftegelfd^nitte in biefem fünfte bienen, 
fo baf bie Sufgabe auf bie Sonßruetion eine« fünf gegebene ©e^ 
roie berü^renben ^egetf^nitte« prudgefu^t ift 
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S* 193. 

€on|!cu(tl0tt nnt3 HfgdfctinUttf j orld^cr ^ur4 3 $t^thcnt 'punkU a, b|C ge^l 

utf^ 2 §t$ibtnt ^ttfCtt b(rit||tt 

S)te Aufgabe i{i nur mogltc^ , wtnn ade btei gegebenen fünfte 
in bemfelben ))on ben Tangenten gebilbeten 9Binfe( , ober in feinem 
©d^eitetwinfel liegen. — JBenn biefe ©ebingung erfüttt t»itb, fo 
bef(^reibt man in bem gebeerten SStnfe{ einen Jhei^ S', ioet^er bie 
beiben gegebenen ®eraben berührt unb bie f»omologif(|ie dux^t iti 
geflickten j(egelf(bnitte^ S ifi , wd^frenb ber ^uxüf\<fynimpunU o 
ber beiben iCangenten ber STOtttelpunft ber Homologie ifl. — ^ier^ 
auf fann man Ui^ bie Slre ber Homologie CS* 172) unb &elidig 
viele fünfte unb 3:angenten wn S conflriiiren. 2>enn jeber bn 
Stabien oa, ob, oc irift ben Itrei« in a^ei fünften , »cbux^ 8 
«erfc^iebene Z>reiedfe entfielen, movon iticß aU j^omologifc^e^ Don 
abc genommen »werben fann. SRan tx^lt alfo 8 Sren ber ^o^ 
moiogie; aber fie geben nur 4 verfcbiebene 9uf[ofungen. 

f. 194. 

€0ii|lructt0ii elitei Af0rlf4nt(tf i j wtl^tt tfwcd^ jmti gt$tbmt funkte a,h $t^ 

X)te beiben fünfte muffen in !9ejttg auf {ebe^ 2:angenten^aar 
in bemfelbcn SBinfel/ ober in bem ©(^eitetwinfel bejfelbTO liegen. 
SDenn biefe IBebingungen erffidt n^erben ; fo bef einreibt man in bem 
gebortgen SBinfet einen Ärei^ S', mti^tx bie ©eraben D, E be* 
tü^tt , unb bie bontologifc^e (San>e be^ gefucfiten ^egelfc^nitteö S x% 
ti^äbrenb ber 2)ur((f(^nttt^)>unf t o ber gemeinf(|iafi(icl^en S^angenten Uv 
SRinelpunft ber «Homologie ift. 2)ie Slabien oa, ob treffen ben i^reid 
ref))« in a^ b' unb ab fd^neibet C in einem fünfte c, beffen|^otnologi^ 
f4^er $ttnft c' mittelfl be« Surc^fcbnitteö von oC; a^b' beflimmt n>trb. 
%n€ c iit^t man eine Xangente C^ an ben Stxci» , fo iß biefelbe 
bie l^omologifcbe ®erabe von C, unb bie a)urcbfcl&nitte von ab, a^b' 
unb C,C' geben jwei fünfte ber are^ fo la^man 8 Ären ber ipo^ 
motogte; Aber nur 4 «ufl^fungen erpdit. 

8. 195. 

Sitnerkttug über tu j$9P<rl)el. 

5)ie SRftjitung einer «fvmjjtote ifl gleicbgeltenb einem fünfte, 
tveil ein $unft ber ^y))erbe{ auf ber 9f9m))totcnri4tung in unenbar 



1 
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lu^er Sntfemttttg fiegt , toonac^ fti^ bfe t)or^erge$enteii Senflruc^ 



nett leiif^t mobifu^en laffett. 

a) Stne^9perbel a» conßruiteit, koeld^e butd^ 
4 gegebene S'uttf te a, b, c, d ge^, toenn )ttglei(^ b^ie 
Sli(fytuns einet llf9iii)>tote gegeben ift. ^ SRan bilbe 
ba^ aSiereff abcd^ unb burc^ bie $uttfte a^ d }{e{fe man )»ei |)(u 
tattelen au ber gegebetten Slfpm^^totettrtc^iung ; fo evj^&It man ein 
eingefcf^riebene^ gönfecf / beffen eitte (Sd e in nnenblfc^et (Entfetnnng 
liegt. 2)ie gewo$^nIi(9e Sonflrnction (f. 143) befltmmt bie £an< 
genten in ben gegebenen fünften unb bie Sage ber att ber gege^ 
benen SH^^tuttg f^araOelen Hfymptote. 

b) (Sine ^ifptxitl ju conftruiren, wenn 3 Vunlte 
a, b, c ber fei ben unb bie 9ti($tttngen berbeiben 
S[f9«)>toten gegeben finb. — X>nt^ a aie^e man eine fa^ 
raüelc in ber etnen , unb burc^ c eine f^aradete iu ber attbern 
S(f^mptotenri(^tung , fo liegen auf biefeit fJaraOeien a^bei $nnfie 
d, e ber J^9perbel in unenblid^er QFntfernuttg , unb man l^at ein 
eingefd^riebenetf S&nfed, wooon eine Seile in unenblic^er (Fntfer^ 
nuttg liegt. 

§. 196. 

(Si fei aiaaVa'^^a, tin in bie fJarabel befd^riebene« Se^l^tfedf^ 

unb n>it trollen aitnej^men , ba^ ftc^ bie beiben fünfte a| , a« ini 

UnenMic^e entfernen ; fo werben bie Oeraben aa, unb a'"a, au 

ber SlJre parallei , unb ber Suribfd^nitt^punft 9on $'a'^ aja.^ ent^ 

fcrnt ft^ auf a'a" inö ttnenblid^e. — SBenn man aifo burc^ bie 

edcn a unb a'" eine« cingef^riebenen Sieretfe^ aa'a''a'" (gig^ 190) 

^araffelen jur Ure iit^i, welche bie Bcitin a"a''' unb aa' in c 

unb b fc^neiben; fo ifl bie ©erabc bc au a'a'' ^jaratteL '9limmt 

mau bie (Entfernung ob aur Unbefannten ^ fo geben bie ä^nli^^en 

Dreiecfe : 

ob : oa' = oc : oa'', 

ob : oa'"=: oa : oc , 

xooxani folgt: 

oa" 
^an fennt olfo bie 9li($tung ber Sbre unb 3 fünfte ber ^Oß 
rabel , fo bag bie Slufgabe auf eine bereit« geWfle auradgeful^rt ifl* — 
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XlthxiQtni ifl bte Aufgabe nur mdgHc^i wtnn bte 4 fiegebmen Ranfte 
ein con)[>ere4 SSiered bilben, unb in biefemgade gut c< {toei 
8Itt95fungen. 

$. 197. 

cinm $t$thttun ynnkt it^t. 

SBir woUen tai wn 5 SCanßenten A, A', A'', A''', A"''(5i8»l91) 

einer yaxahti gekilbete gftnfed aa'a''a'''a'''' betrad^ten, unb e« fd 

b bet 9)eru(^rttngd)>ttnf t «)on A'^'^; fo fd^neiben ftc^ bie brei ©etat»» 

aa''^a'b, a''a'''' befanntlic^ in bemfelben yunttt. 9Bean [li^m 

ber ^erü{frung4))ttnft t)on A ini üntnili^t entfernt , fo entfmtn 

fi(^ bie ?5ttnfte a, a""auf A, A"" ebenfalW in€ UnenbKc^e* - fflwa 

man alfo in irgenb einem um bie Parabel befd^riebenen Sterede 

butd^ bie gien h", a'" ^Jaraßelen ju ben @tiun A'"^A'jitJt/ 

unb bie Sde a' mit bem 9etä(^vung«punfte b ber @eite A'^'' vcf 

binbet; fo erj^ält man breibur4fbenfelben$unftge$enbe®etat)t.- 

©ittb nun A', A", A'", bie brei aiangenten unb b ber gegeim 

^unlt, fo i^erlangere man a'b Hi gum 2)ttrd^f(^neiben mit A'*\ 

unb n>enn man ia'^' jur Unbefannten nimmt ; fo geben bie a^nli^en 

jDreiede : 

W : Id = lo : ia', 

la'" : ia''= ib : io, 



toorau« folgt: 



la^* = !5l' * *b . id 



ia' 

©Ott bie aufgäbe moglid^ fein, fo muf ber gjunft b an^^^' 
1^ a l b be< toon ben brei Tangenten gebilbeten 2)reiecfe^ liegen, »^ 
at^bann gibt ti itoti 3(ußofttngen. 

$. 198. 

Coa^ntdiim cttut 9arai)ri| tocld^e )ur4i ^ri $t$Atnt JfmkU a,a^a^' 04> 

un^ (ine stfitunt ^ttaU A bmt||tt 

(S^ fei B ber ju ber 2:an8cnte conjugirte ©urdj^meffer , u«^ 
man jie^e bie ©ejnen aa', a'a'', welche A in c unb c', B t» •» 
unb b' fc^neiten } fo ijl befanntK(^ ($. 185) : 

cb^ = ca . ca' unb c^'* = Ca' . c'a'^ 
fSnan fann alfo bie fJunfte b^b^ unb folglid^ bie Stii^tung ber^rc, 
fo n^ie ben ^ertt$rung«))unlt befiimmen» 
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X>a bie Sangen cb^c'b' auf ber einen, ober anbern Seite wn 
ber XanittiU an^ genommen toerben 75nnen , fo gibt ti 4 Som« 
(tnattonen für bie ©erabe B, iinb mithin 4 Kufljfungen ; jeboc^ 
mfigen bte btei fünfte a, a', a'' auf b e r f e I b e n 6eite ber Xan^ 
genle liegen. 

$. 199. 

C«n)lntctim tkntv yorabelj wtlä^t 3»rt ^t^thtnt 6(ra)f A,A' berührt 
utOt bur4 j»H |(f fbnif ynnlite a/a' 0e)t 

<Ed fei aiaa'a, (gig. 1S2) ein in eine Parabel befi^riebene^ 

SSierei , unb wir tooden bie S^ongenten A,A' in beo fünften a^a' 

aie^; fo liegen bie 2>ttt(l^f(i^nitt4pttntte bev (Seraben aa^ unb A^ 

aa' unb aia^i , a'a« unb A in g e r a b e r 2init^ — Sntjfenten fcd^ 

nun bie ^'unfte ai , h^ in^ Unenblid^, fo merben bie ©eraben aai, 

a^a, )u ber SIre pavaM nnb ber 2>ttr(^f<^nitt«)>ttnlt wn a^a,, 

aa' entfernt ftd^ ani) ini Unenblic^e. — SBenn man alfo burc^ bie 

9erü|^rttng^)>ttnfte d,d' gtoeier SCangenten einer $arabel bie ®e^ 

raben de, d'c' )u ber %re parallel ik^t , fo iß bie gigur dee^d' 

ein Parallelogramm. — S3evlängert man bie @e$ne aa^, fo gibt 

bte im vorl^ergej^enben S» ertoa^nte eigenfd^aft einen ^unft b,b' 

Kber ber ©eraben de, d'e'. Stimmt man oc« = oc, co\ = oc% 

fo iß C|C'i parallel ju cc% unb ti ifl C|bi=3cb, c\b\=c'b^ 

Jüan lennt alfo }n)ei fünfte jieber ber ©eraben de, d'e^ unb mit« 

fiin iß bie Aufgabe getof t* — ^a man bie fünfte b,b^ an beiben 

Btiitn jieber Tangente nehmen fann , fo gibt ti 4 Kuß^fungen ; 

j[ebod(^ mfiffen bie beiben gegebenen fünfte in bemfelben ^on ben 

Tangenten gebilbeten Sßinfel liegen. 
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^ni^anQ. 



®vmhU(iXi^ btt Z^tüvit btt ah^tlHttttn 

1) (Sint @rp§e, meiere fo ^Aa^t toixi, baß fie fuccefftt>e ttv^ 
fc^iebene SBBerl^e annel^men fpQ, fieißt eine )>er ättbetlt^t 
(Stoße (SBerdnberli^e)^ wogegen eine ®rof e, toelcfie al^ b r n^ 
f e I ( e n SOSert^ ^el^altenb gebadet wirb / eine conflante ®rdf e 
(6 n fi a n t e) genannt toirb« 

2) (Eine verfinberltd^e ©roße ober3a|^I, weld^e fo gebac^t xoitt, 
baßfte gr jf ertoetben foU unbfann, al^ j[ebe gegebene obet 
angeblbate^ nod^ fo grof e ®roße ober 3<i^If P^ift unenbli^ Stoß, 
unb toirb ber ftfir|e toegen gen^ö^ntid^ mit od itidöfntu 

3) SBenn eine !8erfinberli4>c fo befcbaffen xft, ober fo gebaut 
wirb, bag fte, inbem fte oon einem reellen SSertfie a a« einem 
anbem reellen Sßert^e b flbergej^t , a 1 1 e 3Wif(|ien a unb b lie^ 
genbe SSertl^e bur(^läuft; fo |iei§t fie tint ^etige (conti nuit« 
I i $ e) Seränberlicbe. — jDie Seränberlid^en werben gewd^nliil 
mit ben legten JBucbfiaben . .\ x, y, z Ui Sllp^abeted unb bie 
Sonflanten mit ben etßen a, b, c, • • • « beieicl^net. 

4) dint fletige JBerdnberK^c , bercn Serfinberung ni(^t »oa 
ber einer anbem 93eränberlic(^en abf^ängt^ ober weld^e unmittel« 
barunbjuerfl al^ oerdnberlic^ gebac^t wirb, l^eißt bie urfpt fing« 
Ii<^e, abfolute ober unabfifi^fi^S^ ißerfinberlic^e» — (Sint 
f old^e ifl 2* S* bei ^aradelcoorbinaten bie Slbfciffe x, unb bei 
$olar^(?oorbinaten ber 9Bin!eI d-. 

5) (Eine fletige SSerdnberlic^e bagegen, beren SSerinberung, 
alfo aud^ beren SBert^^« ober ©roßenjuflänbe )0on benen einer an^ 
bern, aW urfprungti(i{>e ober unabl^ängige SSerfinberK^e gebadet, 
abi^dngig ftnb , {leißt tint abhängige ober r e I a t i t) e SBeran^ 
berli^fe* — (Eine fold^e ifl a- 55* bie D r b i n a t e y bei gcrab:^ 
liuigen (Joorbinaten, unb ber SlabiuWector g bei fJoIarcoorbinaten. 

6) ^int fold^e abfidngige SSerdnberlic^e y wirb auc^ eine 
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9 tt n f t i o n itx unabhängigen Serfinberlt^en x genannt. ^ ^t 
^ alfo He Drbinate y eine gun ftion^ter 9Mctffe x, unb ber 
Sector (> eine gunftion bed Sinleld ^. — Ueberl^aupt ifl {ebet 
Sttibtttd mit in unab^&ngtgen Setfinberlti^en x unb etwaigen 
(Eonftanten a, b, c • » • eine gunftton loon x. 

Um eine nod^ unbefannte obeireine unbeßimmtegfttttftion 
y wn X |tt bejeic^nen / f i^reibt man : 

y = fCx),y = PCx), y = 9(x), y = ^x),y = j[!ix), K* 

tvobie)^erf4fi^benen Suc^flaben ff V, (p, ^p, x^ . . ^ ^ aui^ 
^etf^iebene Sunf tionen von x beteii^nen , b. ff. feiere, bie auf 
i^exf^iebene SBeif e aui x unb ttwaxf^zn Sonfianten aufammen^ 
gefegt ftnb , alfo eine loetfd^iebene %oxm fiaben* — dagegen 
Uitii^titn f(x) unb f(z) jwei gunltionen oon betfelben gorm, 
unb ti»e(4^e {tc^ nur baburc^i unterfc^eiben : bag in ber aweiten fiberall 
z fiept, mo in ber erflen x ^ej^t. — (Ebenfo unterfc^eibet f(^ 
f(x+Ji) wn ^x) nur baburd^ / baß jiet« x+h fftr x gefegt fp* — 

f(x) = xn +Ioff X — 4x«+5, fo iil fCx+h) = Cx+h> 

+ log (x+h) — 4 (x+h)« + 5- 

7) aSBenn bie gnuftion y = f(x) gegeben, ober f(x) ein?Itt«# 
brucE mit x unb ettoaigen ^onflanten ifl, fo pi^t y tine ent^ 
to t d e U e (e r pl i c i t e) ^unttion von x. Sol^e erpKcite gunf tio^ 
nett fittb a* ©• 

y = logx+^l — ax*, y = ax + bx« + msinx,K* 

8) 3ß bagegen y mit x unb etkoatgen Sonftanten in einer 
@Iei(i^ung oerbunben, tvelc^e erfi aufgeloft n>erben muf , 
wenn man y att erplictte gunWon von x |>aben will} fo wirb y 
eine unentwidfelte (inipltcite)gunftion von x genannt.— 

y» — 2xy« + x«y — a» = o, k. 

9) 2)ie erpliciten ^unftionen kverben in algebratfd^e unb 
tranöcenbente eingetj^eift. — Grflere ftnb fotd^e, worin nur 
Slbbttionen, @ubtraftionen, Snultiplüationen , 2>ivi{tonen, fo xoit 
^otenaen unb SESuraeln itftimmttx @rabe vorf ontmen , unb }tt 
ben (entern gehören aUt übrigen, a* ^* ^^^ CFrponential^ 
f unf tiona» , bie logaritj^mifcbe gunf tion log x, bieÄrei** 
f unf tionen sin x, cos x, tang x, )c* 

10) Sine erpKcite algebraifc^e gunfttcn ^cigt ganj, gebro* 
d&en, rational, ober irrational, jcnad^bem x ntc^t in 
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einem fflcnncx, ober in einem folc^n, nic^t unter einem SBur jel« 
a e t (^ e n , ober unter einem folgen wxtommt. — £)te attgemeine 
gorm einer ganaen algebraifc^en gunftion y iß: 

y ae Ao+A|X+A2xHAaX»+ ♦ . . ♦ + An x» + . . • . 

6ie lieift Dom etflen/ {toeiten, britten, . . • ®rabe, it* 
nac^bem ber |^5($f)e (St^ntnt t^on x refp. 1, 2, 3; • • . i^. — 
2>ie S^nftion Dom erflen ©rabe y = Ao + A^x wirb au^ lu 
,, n e a r e gfimftion genannt^ «oei( fit bie Orbinote y einer ® e tr a b e n 
ätt^rficft. 

11) SBenn y = f(z) nnb z = yCx), alfo y = f(q> (x)) if, 

fopeiptyeinemittelbare oberio i e b e r ^ o ( t e Snnf tton \)on x.- 
3^ SS. 

y s z^ z = logx, alfo y = (log x)«, y=sinz, z= v^aTfbx, 

alfo y = aln C ^a-f-lnc) , ic, 

12) äBenn man au^ ber ®lei(|iung y = f(x) ben aaiert^ wn 
X fu$t> unb X — i/;(y} flnbet, fo toirb biefe le$te gunftion bie 
i n 9 e r f e ber erßen genannt -- 2)ie tnoerfto gimftionen «>on : 

y Ä X» , y = a» , y = sinx, • • • ♦. 
ftnb 3* 99. 

n 9, 

X = \^, X = log y, X = are sin x, . • . 

13) eine gunftion fCx) |>cißt gerabe, »enn fC— x)=f(x) 
ifl; unb ungerabe, wenn fC— x) = — f(x) iji. 

14) 9)eriobif(l^ toirb tint gunftion fCx) genannt, rotm 
fix) = f(x+p) = f(x+2p) = fCx+3p) = . . . . ifl^ — (5^ ftn» 
folglich 3« 9* sinx; cosx, • • • periobifd^e gunftionen, loeilic 
fantttli($ifl: 

sin X = sin Cx+2ii) = sin Cx+4Tr) = sin (x+Gti) = ♦ . ♦ . 
cosx= cos(x4-2ti) = cosCx+4ii) cos(x+6ji)= .... 

15) dm ni(fyt periobifd^ gunltton nimmt mit x enttoeber gleid^ 
aeitig ini Unenblid^e au , ober ab , ober fte ift bei i^rer bepnbigen 
Quf ober Slbnafime an eine enblic^e ®renae gebunben, loelt^e 
fte ni^t äberf(!&reiten fann, ober cnblic^, fte nimmt abtoe^fetnb 
au unb ab; aber nt^t nac^ regelmäßigen $erioben, toenn x 
int Uttenbli(^e au^ ober abnimmt«— 3* S- bie^unftion f(x)=x^ 
nimmt oon o bi^ + od au , toenn x oon o U^ ± co au^ ober ab^ 
nimmt. Die gunftion f(x)=x«+l änbert ft(^ Don— oo bi^+oo, 
wenn x ftd^ oon — ■ oo btd + cd änbert* Senn x gegen o conoer« 
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fjixt, fo nifftti fitfy Me gunftt(n fCx) = ~- junej^men^ ttx 

® r e tt a e -|- / «nl> »^«n ^ Ö^fl^n oo ecwtxQxxt ; fo ndjert ftc^ f(x) 

abnrf^mrnb ber ©renje 9lul(* 

2)0^ allftemeine ©efr« ^ na($ toeli^em {t($ (tue ßetige ^unfp 
tion y = fCx) änbert, t»tnn {t(| iit nnai^angi^t Serdfiberltc^e x 
flettg dnbert, wixb inx^ Ht ®renie tti SerHItniffe« itx 
flletc^ieittgett / aufantntenge^^rtgen IBerinberungen k unb h ber 
gttttftiott unb ber ttnab^ngigen aJerdnberlid^en x, b* |i* buiri^: 

n n 

att^gebrfidt ^ to^nn h itnb f olgltd^ au<^ k ftd^ o^ne (Snbe ber ®xtnit 
9tnll n&fftxu 

WStnn y s= f (x) =s ax + b , b* |i. eine algebraif(^ ganje 
^untticn be« erflen ®rab(^ ifl, fo iß: 

m k 
n 
b. $• eine (Sonflattte, toaiaa^ geometrifc^ einleud^tet, toeil 
y =s ax+b eine gerabe Sinie ani^xüät, beren conflanttr 9ti(|^ 
tttttg^coefficient a i% 

98enn y = f(x) feilte ganje algebtaif($e gunftion 
iß , fo ifi bie burd^ btefe ©lei^uttg atttfgebrficfte Sinie feine g e^ 
rabe tnej^r, fonbern irgenb eine (Inx^t, beren S^id^tungö^ 

c c f f i c i e tt t attgemein toieber inxi) ®x. ^ = ®r* ^^^"'^^j^^ ^^^^ 

audgebrötft wixi (f. 55); unb ba ftd^ bie 9tt(^fung einer Suroe 
für bie ^erfi^iebenen Sßert^e t>on x dnbert, fo ntug bieöaud^mU 

bem gui^itung^coef ficienten ®r. g- = I ber gaß fein ; b. p. ti 

ntu§ ®t# j- tint gen)iffe g u 9 f i i o n 9on x fein / toetc^e getoo$n# 

Ii(|^ mit rCx) (jetdS^net [unb bie abgeleitete gunf tion ober 
furjweg bie Ableitung wn y = f(x) genannt »irb. 

JDiefe abgeleitete gunftion f'(x) fpielt, »te man in bem grö^ 
l^ern gefef^en jiat^ in ber analptifc^en ober (Soorbinaten^ 
geontetrie eine n)t(|ttge ^oUc, m$iali bie ®runb)üge ber 
E^eo^rie ber abgeleiteten gunfttonen, fo mit bie^ 
|um SBerfldnbmß be^ großem nötpig i|l, noc^ erörtert werben fotten. 



16) SBenit f (x). = 9 (x) fftt j e b e n aöert^ »oti xift, fo 

f(x+h)-fCx) = fl)(x+h) - <pw, alfo: 
f(»+h) -(&) _ y(x + h)-y(x) . 

h ~ h ' ^' 

(Sx. f(x+h)~fCx} ^^^ y(x + h)-.y(x) 

h ' h 

SBte Mitb ber hierin lir genbe €a( in 993orten attd8ef))ro4en ? 

17) fflenn f(x) = <pOO+A. ift, »o A eine (Eon flaute 

f (x+h) -fCx) = 9(x+h)+A -[9Cx)+ A]=9Cx+h) -y(x); j 

alfo; 

f(x-fh) - f (x) _ y Cx+h) --^ y (x) 

E ^"~ h ' 

ttnb: 

f(x+h)-f(x) _^^ »(x-hh) - y(x) 

h h ' 

b* ^r* 

rcx) = 9'(:x)* (2) 

aSie lautet ber {hierin litgenbe 6a9 in SBortett? 

18) aSenn f(x) = A . (p(x) ifl, n^o A etiie S o n fl ante 
bebeutet/ fo tfi: 

f(x+h) - fCx) = A[y(x+h) ~ y(x)], 

tnitpin : 



unb: 



fCx+ h) - f(x) _^ yCx+h) - yCx) 
K ^- ^h ' 

®,. f(x+b)-^f(x)^^^^^y(x+h)-y(x)^ 
n n 



f'(x)=A. 9'(x). (3) 

SBte laum bec tn tiefet legten ®Iet#eit Kegenbe Sej^rfa^ ? 
19) 2Benn fCx) = yCx) ± iKx) ± z(x) ± • ♦ • »P/ foijiottt^: 
f (x+h) - f(x) r- 9 Cx + h) - 9 (X) ± [i^Cx +h) - ^ Cx)] 

± [x(x+h)--zCx)] ±... 
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tttib : 

h h ' h 

h 

J'Cx) = 9'(x) ± ^|»'Cx) ± x'W ± . . . . (43 

Sie lautet ter in liefet legten ©leit^^eit Kegeabe 609 ? 
20) aBeim tQx) = ^(x) . 41 (x) i^, fo ifl au«^: 
l(x+h)-f(x) = »(x+h) . «|»(x+h) - 9<x)iKx) 

= [9(x+h)-9<x)]iKx+h)+[.Kx-hh) -♦(x)]9(x), 

b. >. : 

f (X) = 9'(x)'Kx) + tp'CxMx). (5) 

Witt (outet bie la biefev ©letc^^ett (iegenbc Siegel? 
SSenn f Cx3 = 9 (x) • 1(1 (x) . x (x) • . . iß ^ fo fiitbet man 
no<^ (5) rel^t: 

f Cx) « 9'(x) . ^(x) . x(x) . . . +*'(x) 9(x) x(x . . . . 
+ Z'Cx).9Cx3?Kx) ... + .... (6) 
3ft 9(x) = iKx) s= xCx) = . ♦ . unb bte Jlnja|«t ber gacto» 

reo = n, alfo f(x) = [9 (x)]* } fo tHtt (6); 

f'(x) = n [9 (X)]»-' 9'(x). CO 

Sel^e 9le0el liegt in (7)? 

21) fflenn f(x)=: |^ ijl, fo ift m^i 

ffx+h)-ffx^ =2ÖE+!^ _ 2^ _ »Kx)9Cx+h)~9Cx)«Kx+h) 
^ ^ ' •• ' tKx+h) iKx) hw:x)^x+h) 

_ «Kx) t9Cx+h3~9(x)]- 9(x}[iKx+h)-^{,Cx)] 

«Kx^iKx+h) ' 

olfo: 

^^-^ 9(x+h)~9Cx) ^_^ <Kx+h)~<M:x) 

f(x+h) -fiCx) ^ ^^-^^ h ~9<^^ h 

unb tterni »an aur ®venae Uttit^u 

f'Cx) = »<'(x)9W~4'Cx)»|>-Cx) , 

C^Kx)]» ^''^ 



f (X) = - ^:^i^. . (9) 
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SEBie lautet bte in t)tefer regten ®Ui^ffeit (tegenbe 9{eoel? 

?Qßenn »(x) = A ift, m A eine (Sonjlantc bebeutet, fo 
fle^t (8) wegen 9'(x> == o fiber in: 

A ibXx') 
[* Cx)]' 

22) S8enn y = ((^b), z = 9<x), alfp y = f [9 (x)] tfl 11) 

unb ti bebeuten k, 1, h «fp. bie 3«n«?wett »on y, z, x; fo 
^at man : 

k = f cz+l)-fcz), 1 =^ 9(x+h) - 9)Cx) , olfo : 

y' = ®i. ^ = f Cz) . 9'(x). (10) 

SSie \pxi^t ftd^ bie in (10) liegenbe Steger in SEBoirten au«? 

23) SBenn y = f(x) unb umgef ejrt x = yCy) i% fe^tmant 

k f(x+h)~f(x) .. hl 

IT h— ' "^^^ k" = f(x+h)-f(x) ''"'^ 

h 
!L _ yfy+k) — y(y) , 
k k * 

alfo: 

SBte laüttt bie in (11) au^gebrfidte Stegel für bie Verleitung 
ber abfeitung 9'Cy) ber inverfen gunltion ^(y) caa ber itr 
bireften gunftion f(x)? 

24) <?« fei y = x» , wo n eine ganae })ofiti»e 3a|^lbe* 
beutet ; fo ^at man : 

k = (x+h)» — x- = (x+h) (x+h) (x+h) .... — x» 

= nxn->h-|-Ph«+Qh»+ .... 

alfo : 

^ k 

®r. 1^ = ux»-«. (12). 

, 3Bie lautet bie in ber ®Iei($^eit (12) liegenbe 9leget ? 

«« fei f(x) = Ao+A,x+A.x*+AsxH . . . v f» »f» n«^ 
(2), C4) unb (12) : 

f'(x) = A,+.2AaX+3A8xH 



• ♦ ♦ ♦ 



\^ 
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♦ * 



di fd f(x) = X-» = -L , f» n^m mm tia4 (0), wemi 
man ip(x) «X« «nb A =» 1 fe»t: 

& fei f(x) = x^,f0ifl[fCx)]"ÄX«,tt.nacJ(l),(7)tt-(12): 

*ir ^ ™ ^""•' — ™ xm-i m f(x)_m - ^ . 
^^ n [f(x)]"~' n xp» n X* ii ^'^^ 

f(x) 

ettMi4> fei fCx) = x'^^ ~"V' foi|ittft4>(9) nniCß), wenn 

X"" 

m 

ij; cx) = x^ ttnb A = 1 ftefeftt wirb : 



_- — — i 

— ♦X» m 

n n — --1 

2 . — II 



2)te ®tet^peit (12) fmtet alfo immer #att ^ Nt (SxpDiintt n mag 
gana , ©t»« ßrttotjeit , })ofttii> , ober negati» fein , »enn x p o f i« 
ti9 »fl. 

25) Q^^ fei tOO » l*sXf wo x ))ofitl9 ift, fo (at man: 

fCx+h)-f(x) = log(x+IO - log X = log (^)=log(l + 1) ; 
forg«* : 

-Li^j i^ ^_ =lo« (t+ -)h 

=*= r- • log A+i-Y, »r««lL=3 -L gefeut wirb» 
•x \ my X m 

S5ft man nun h gegen 9{tttt convetgiren, fo eonmgivt m 

gegen oo, 2>a ober Ot.^^ÜSipl^ « f'W bnt 9li#> 

tung^coefficienten I ber 2;angente brt bnt^ bie dlei^ung 
y =3 f(x) = log X gegebenen Snvve au Atr&ift iS) , weld^er im 
ätUgemeinen, b. p. fo lange ber SOSert]^ von x tti^t fpecia« 
liflri wtrb^ eine enbli^e unb be^immU ®v9^ ifl; fo mug 

19 



>* ' 
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MiHf ®r^ log ri + — V ^^«^ f^'^*^ ®^*f^ f^*'«/ »ri<ä&« tt)ic^init 

log e Uiti^ntn mUtn. ®tU tnan alfo jur ® t e na e filier, fo ^at 
man enbli^^: 

f'(x) = ?^. (13) 

SBenn mÄ-ncgati)? tt)drc, fo |>ci«c man m'eber: 

o-i-r=(=^'r=(Ä)-=o+=^t)- 

^? m = 00. pr m = 1000000 et^U man : 
_ •lOOOOOlN"»»««»«» 
® — \1000000y ~ 2/71828 . . . 

unb man fann ftd^ m tinntec old etne g a n 3 e Bai^I benfen* 

263 SBenn y = logf(x) ip, unb man feftt ewpwetten z=f(x), 
fo baß y = log z wirb ; fo $at «lan na^ (lOj unb (13) : 

y' = loff e . ig^ (14) 

SSSie lauten bte in (13) unb (14) Itegenben Stegetn? 

27) (S$ fd y = f(x)=:ax , foijilogy=lofff(x) = loga.xj 
folflK^ nac^ (1) unb (14) : 

loge»^=:loge.^ =loga; 



mithin : 



y' =f'(x)= |2if y= j2i» f(x)= |2i» . ax 

löge "^ löge ■' löge 

= li» . a» = -^, (15) 

log e 

tvo log , log tefp. SosarUpmen in bem ©^flerne von ber @ntnb« 
tfi^l e iJbet a tebeuten. 

3Bte tautet bte ut (15) Itegenbe dtegel far ble Stlbuna ber 
aMettuttg bet Cxponenttalfunftion ax ? 

SSenn y a= f(x) = ex ift, fo ift offenbar : 
y' = ('(X) = ex . (16) 
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28) 3|l y = »««> «n^ won fe<jt em|lwe««i z = f(x), fo baß 
y = a» wirb ; fo (at man nad^ CIO) unb C15) : 

y' = }££* . af(x) f cx) 
= loVa . afwf'Cx) J (17) 

löge 
SBie lautet bte in (17) liegenbe Stegel ? 

29) SBeim y = sin x ifl, fo ift na^ S* 71^ y^ = cos x. (18) 

30) aSSenn y=icos x 1^, fo |pat «o« y' = — sin x (f. 71). (19) 

31)SB8etttty=tangx=5ii^ i^, fo jiat man na* (8), C18) 

cos X 
unt) (19): 

, cos*x+siii^x 1 ^ - ,,v^^ 

y/ = L acs -«. = seC* X* (20) 

32) SBetttt y = cot X ifl, fo ifl y= ^?^; foIfiKc^ tiai^ 
(8) , C18) ttttb (19) : 

y ' = ^: r~ ^ = r-r- = — COSCC*X* (21) 

4 

33> SBenii y =:i scc x = — i— tjl^ fo fiat wan m^(9) ttttb(19): 
y' = — =- = see X « « tang x* (22) 

4 

34) SaSenn y = cosecx= -—- ift^ fo Mt wati ttOd[> (9) 

•^ sin X 

m\^ (18) : 

/ cos X , ^^^^ 

y' =» r-=— = — cosec x • cot x* (23) 

'' sm^x 

35) aSenn y = sm f(x), y = cos f(x), y =? tang f(x), 
y = cot f(x), y = sec f(x) unb y = cosec fCx) tjij fo j^at 
man na^ (8), (18), ♦ . . • (23): 

y' = cos f(x) • f (X) , (24) 

y' = «- sin f(x) • f (X) , (25) 

y' = (secfCx))*. f'(x), (26) 

y' = — (cosec f(x))*. f'(x) , (27). 
y' = sec f(x) tang f(x) . f '(x) (28) 
y' = — cosec f(x) . cot f(x) . f'(x), (29) 
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Sßie lauten t)ir in bett ©lei^Mten (18) . . . (29) It^mben 
Stefieln ? . 

36) SBenn y = arc sin x i% fo tjl x = sin y, cosy = v^i— x^; 

folglich : • 

x' = cos y = ^1— X*, 

unb mithin na^ (11): 

v^l— X« 

37) SBenn y = arc cos x i jl, fo ip x = cos y, sin y= v^l— x^; 

folg«*: 

x' = — sin y = — ^1 —X*, 

unb m^ (11) : 

y' = - -77=* (31) 



v^f 



•X 



3 



38) fflSetttt y =» arc tang x tfl, fo i^ = ^aiig y, uub forgKc^ : 
X' = 8€C* y = 1+x«, alfo : y' = — i-j . (32) 

u. f. f* 

29) aOScnn y eine unentwitfelte (intplicitt^ gunftton 
ton X ifl, fo ba§ man awif^c» x unb y eine® Icfd&ung f(x,y)=:o 
IJat, fo braucht man bfefe ©Icid^ung nidf^t erjl für y aufjulöfen, 
um y aU cntxoiittUt §uttftion )^on x }u erhalten ^ unb bann 
bic Slbleitung y' nac^ ben frühem SRegeln au beflimmen. 3)cnn 
ba bie ©Icij^ung f (x, y) = o fftr leben SBert^ toon x unb bcn 
ittgeM^^fien äSert^ von y ßattftnben mu^ ; f o ifi auc^ : 

fCx+h, y + k) = o, 
mitl^in : 

ftx+h, y+k) - f(x,y)=o, 
ober : 

fCx-^K y+k)-f(x,y+k) 

+f(x,y4-k)-f(x,y) = o, 
alfo au4^i 

f(x+h, y+k) -^ f (X, y +k) , fCx.yfh)-f(x,y) k _^ 

h "^ k •h""'"' 

unb enblid^ / toenn man jur ® r e n j e fibergel^t : 

f'x(x,y)4-f'y (x,y)*y' = o, 
woran« folgt: I 32^ 

^/^ t^(x.y) _. f^x ^ 

^ f'y (X, y) 1 V ' 
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m Px ttnb f y tt^p. bie Wlttima »oti f Cx, y) ttticU^tm , »ettn 
nur X, ober nur y aK loer&nberlid^ getackt ipirb, iinb be«^ 
^alb )> a 1 1 i e n e ableitungen ]^ei0en« 

98tt lautet bie in (33) (tegeube Slegil fat b(e SObuiig ber Sb^ 
leitung einer t m p ( { e i t e n gunf tton ? 

aSSenn man } w e t ®Id4iungen : 

f(x,y,t) = a, F(x,y,t) = o 

fiat, fo bap X unb y Sttnftionen wn t ftnb; fo ergeben ftc^ auf 
äbnli^e SSSeife tote wx^ixi febr lek^t bir beiben ©leid^ungen : 

V, + rxx'+fVy' = o, ) 
P't + P',x'+PVy' = o, J 
tvorau« man bie Sbtlieilungen x% y' burd^ (Elimination erl^filt. 

31)^d(ere Kbleitungen*— SBenn bie gegebene ^^unftion 
y = fCx) nid^t )^on ber gorm y = ax+b iH^ fo ifl bie ablri^ 
tung y' = f(x) felbfl loieber eine Sunftion wvl x, mo)^on 
man a(fo ebenfalls bie Sbleitung y^'=i''(x)fu(^en fann, meiere iu ber 
erften Slbleitmig y' s= f'(x) genau in berfelben Sejie^ung fle^t, 
tt>te biefe ju ber urfprfinaU(^cngunftiony»f(x), unb bie 3 weite 
Sbleitung ober bie SlMeitung ber ixotittn Crbnung genannt 
nnrb^ — Sbenfo fann man SlbTeitungen ber b r i 1 1 e n ^ x^itxf 
ten, « * « £)rbnung ju fucben ^aben, to^n jebod^ feine neuen 
Siegeln erforbert werben^ toeö^olb u>tr ^ier blod einige Seifpiete 
anfüj^ren wollen: 

SSenn y « f (x) =» x» ifl, fo ifl (12): 

y' = f (x) = nxn— » , 

y'' = f"(x) = n(n-l)x«-a ^ 

ysu^ f///(x)= n(n— 1) (n— 2)xn-3, 



aSBenn y =0 log x tfl, fo ifl (13): 
y' = loff e • — , 

y- = ^loge*-l, 

.♦♦•♦♦•♦♦•♦ g - 
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-gBeiw y = *« ij*r f« ii* (15) t 

e 

y' = log a . ax , 
y" =s (log a)* . a» , 

y"'= (log a)»* a^ , 

• ••• ••#• 

SBttttt y = e« ijt , fo ijl C16); 
y' = *' / 

y" sss e» , 

y'"= e^ , 

• • ♦ • 

SBenn y =sinx tjl, f o ijl (18): 

y' =s eOS X/ 

y'"= — cos X, 
yiYss sin X, 

• ♦ ♦ • ♦ 

JBenn f(x,y) = y» — 3axy + x»=so ff», fo ^at man (33): 

/_ __ ££ x^ — ay 

y ~ f'y y* — ax' 

tttib 5ietau« erß»t ftd^ nad^ (8), wenn man hmcxU, ba§ y eine 
gttttftion wn x iji (10): 

(y^->ax) (2x-ayO - Cx ^-ay) (2yy^— a) 
y -^ (y« — ax)« 

©eßt man pteri« fftc y' feinen oMgen SBettl^ mb rebucirt^. fo er^ 
^äU man : 

V'' = «- 2a^ ^ y 

(y« — ax)»' 

tDorau« jt<5i ebenfo ber 2Berl{f t)on y "/ erflibt ; u» f. f. 

Wlan fann aber aud^ leidj^t ben aUgemeinen ^ußixnä 
für y" erfiatten; benn xo^nn man t>on (33) m^ ber gormel (8) 
bie Ublettung fuc^t, inbem man bemerft: bä§ y eine ^unf Hon 
wn X ip, alfo bie Sieger (10) bead^tet; fo er|>att man: 

V'' = _ ' x^i-^T xyy -hl y»>y /-35J 

tnbem man bemerft : boß f"xy = f "yx i^ / »^« Itc^ leicht attge^ 
mein geigen lägt , b. ^ baß e^ einerlei SRefultat gibt ^ ob man oon 
f (X, y) jttcrjl bie Ableitung nad^ x unb bann bie na^ y, ober 
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umgef efirt mnmt^ — ee$t man in ben (e^ten ütt^bruil ffir y' fettiett 
Witxtp C33), f befommt tmtit ttMi^ t 

y" = ' ^?8 — ^ ^36) 

Serej^nct man ba« eWge Seift)iri fCx,y) = y»— 3axy+x3=:o 
iia(]^ ber ^omel (36) , fo j^at man : 

r,= 3x*— 3ay, fV = 3y«— 3ax 

f''x^=ir6x , f'y = 6y. 

f'xy = f'yx = 3a, 

itnb ti^enn man biefe SSert^e in bie ^omel (36) fe^t; fo etl^aU 
man tt>ieber : 

^n ^ _ 2a" xy 
^ (y«-ax)»' 

32) Sletj^enentwidelungen »on f(x) unb f(x+h).— 

SKan fe$e: 

f (X) = Ao+Ajx+A^x« +A5X» + ♦ . . . 

fo ift au^: ' 

f (x) = Ai +2A2X +3A»x* + • ♦ ♦ . ^ (fO 
p^x) — 2A2X +2.3A3X + ♦ . • • 

2)a nnn bie no(^ unbeflimmten €oefftcienten Ao^ 

Ai, A3; A^, ♦ • « t)on X ttnab>£ngtge Sonftanten {tnb, 

fo fann man mif ben 2Bevt( x = o ju ij^rer Seftimmung be^ 

nttften. — @egt man aber in itn ®Iei$$ieiten (^) biefen SSettf» 

fSr X, fo ergibt ftd^: 

f'Co) l"'(o) 

Ao =1 Kfijf A| = * (0)/ A-fc = . 2 ' Aj== . 2 3 / • ♦ ♦ • 

SRan l^at alf^ : 

f(xjÄf(o)-f -j^x+Y-yX» + £-^-^x» -!-♦♦♦♦ (37) 

©eftt man femer f(x) = 9<x+h) , »oh txnt « n p a n t e 
be3ei(^net ; f ^at man : 

f (i)= 9)'(x+h), f"(x) = q)"Cx+h), f'"(x)=9'"(x), •• . • 
folslid^: 

f(o)=g)(li),f'(o)=9'(h), f"(o)=9"(h), r''(o)= q)'"(h), . . ♦ 
unb xovxn man btefe Sert^e »on f(o), f (o), f "(0), ^ . . vx (37) 
fefet: 
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2Wi «»er 9Cx+fc) «fPfi*«r. ctneftatwettif^e gimftien wn x 
unb h ifl , beten 3Pert^ n i (^ t gejabert witb , ivetm nan x titib h 
unter f (^ » e 1 1 a a f i^ t ; fo barf nun bitff Scrtau^vng ooine^men, 
wobut^ nan erhält: 

9Cx+h)=xr9Cx)+ i- 9'(x)h+ -i- 9"(x)h« 

1 1*2. 

+ j7^ 9'"Cx)hÄ + _ ,, (38) 
Ober ba bad Sunftion^sei^en gUid^gfilHg i^: 

f Cx+h) = f(x) + A. f^(x)h + j42 f"^^)h' 

+ j^f"(x)h» + C38) 
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2>a '^Ht ^Oc-Hi) t^^nkn. tme f t «« e tf i f # e gmtfHen «on x 
uttb h ifl , bnen 93}ert^ n t (^ I ^tiniext wiib , wxax nm x itvti h 
unter f(^ »et t aufißt; fo barf tiws tttff ecrtoufi^iina vontejfmtn, 
wobur^ tnaA et^dU: 



9Cx+h) 



9Cx)+ 1 9'Wh+ -jTj 



9" (x) h« 



+ 



9'"(x)h« + . .., (38) 



1.2.3 

Ober ba bad Sunftion^jeic^en glet^gfilHg i^t 

f(x+h)= f(x) + -i. f'(x)h + ji^ 



f"rx)h« 



+ 



1.2.3 



P" (x) h» + . . . . (38) 



'I 



Secbeffetttttgen. - 

Seite 8. Seile 17 von elften (ie« o ^M o\ 
» 67. » 18 /r r/ » SnSitbetnnfl ber Sofie, 
« 203 tefrte 5ti(( He«: W|Ii(e Ue Ki i^teuT» ( \ti% 



* « 



Oel^tutft ibei ®m. SSantlcr. 



TAh\ T. 




TAF.m 



Fig. IS. 




Fi f. ZS ^ 




L 



TdEJIL 




TdF.M: 




TAF.m 



Fig. 18. 




TdEJIL 






^ 



t 




X o 




vP" 



Fig. ^Z. 



Jl£ J£' Ji" X 



Jkr 





Fig.4t7^. ^ FigW 




TdF.m: 




lÄF.JT. 



\ 



TJg: 



.>9 



4 



J^.S± 



7 







.-^-- 



J^fSi 




lEi^ 




N 



TJif.ßi 




-^ 



/ 

/ 



-/T ■-- 



\ 



\ 



^ \ 



JPigzS6\ 






\ 



) 



/ 



X JT-fü 



/ 



^, 




Tig.SI. 




J^ifffS. 




Tjg.gs 




XdFTJT. 




TAF.X. 




i 



